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Niveau: 2™ Année LMD Physique

Correction de I'’examen du Module sériés et équations différentielles
Exercice 1 (5pts)
Vérifions
3 1 1 2x-1 3 1
3,1 T2 o
X>+1 X+1 2x°—x+1 2x°—-x+1
b) X —x+1_§((ﬁ) +1)

N

La décomposition en éléments simples sur le corps des réels donne I’identité sui-
vante :

@

a)

3 3 1 x—2
x3+1 (x+DE2—x+1) x+1 x2—x+1°

d’ou I'on déduit
BJ‘X dx ___J‘X dx J"" 2x —1 4 +§ X dx
0x3+1 Jox+1 2 oxz—x+1 X 2Jo0x2—x+1

2
= |Log (x+1)\§— 5 |Log (x2—x+ l)\§+ %'Vé— Arctg

X

1/3
1 R 2
= Log(X+1)— ELog X —X+l)+]/§ Arctg

—Vg— — Arctg— —V% i,

0

donc

"X dx X +1 2X—1 T
3J0m—L0gm+ﬁ$ Arctg V§ +6—=
et, par suite,
X dx
3.'.111-'3+1x_) V_[ ]

I < 2m
L’intégrale proposée est donc convergente, de valeur

33"

Exercice 2 (5pts)



L'équation de (AB) est y=x ,

donc le triangle peut etre décrit par les inéquations

0<x<10<y<x.

La surface du triangle est S = ” dxdy = 'l[i[dydx - 'lf xdx :%
T 00 0

Et sa masse est M =so =%

La coordonnée x, du centre de gravité

Xs = % JJ Xodxdy = %J;J' xdxdy = 2J.X1=O _[ X=O xdxdy = 2 I X1=O x2dx

3 1
3], 3
De meme, la coordonnée

Yo = % g yodxdy = %LJ. ydxdy = 2 j. YIX ydydx

x=0 y=0

1 2
:ZI X—dx=1
2o 2 3

Exercice 3 (5pts)

Rappel : probleme de Cauchy (admet une solution et une seule sur I)
y'"+2y'+y=2e - (E)
Equation différentielle du second ordre lincéaire a coefficients constants

soit  y"+2y'+y =0 (Eg) I'équation sans second membre

et 12 +2r+1=0 1 €quation caractéristique

qui admet une racine reéelle double rp =, =1

- . 2
YSG(E,) =(C1x+Ca)e ™ avec (Cy,Cy)eR



mx

le second membre @(x)=2¢e " est de la forme e™ avecm=-1=1=n

il existe donc une solution particuliere sous la forme y = Ax%e ™ avec A constan te réelle

a déterminer

X

y= Ax?e”
y'=A(2x - x? e

y'=A(2-4x+ x2 et

en reportant dans ' équation différentielle, on obtient

y"4+2y'+y=2Ae *=2e " dou A=1

— w2.—X
YSP(E) =X €

d' aprés le principe de superposition des solutions

2 . - —) “ 3 z
ys(;(E)=(X~+C|X+Cv2)C X avec (C|.(2)€R
pour déter miner les constantes,on utilise les deux conditions initiales

v(x) = (x2 +Cix+C> e * = y(0) = C, =3
y'(x)= (—x2 +(—C; +2)x+C; —-C> e *=>y'(0)= Ci—Cr=1so0it C; =4
et la solution Y du probléme avec conditions initiales est

Y(x)=(x2 +4x+3)e X

Exercice 4 (5pts)

. . qs . & (D" . .
1) Il est immédiat que la série Zé )2 est convergente on applique le critéres des
~3n+
séries alternées, on a 0, L décroissante , et que la série Z est
3n+2 ”~ 3n+2 —=3n+2
divergente car 0 1 ;
3n+2 3n
la séiré(gi] est div, parceque l'intégrale J’idx est div
n). . X
© X3n+2
2)Considérons la série entiére f(x)=)_
~=3n+2
1
. 13n+4| . |3n+1 .
a)On a lim2~=2(=lim i =1 donc le rayon de convergence R =1 donc le domaine de
Nn—o0 nN—o0 n+
3n+1

convergence est |-11]

Maintenant la somme ; En dérivant terme a terme dans le domaine de convergence |-11],

on obtient



f ’(X) — ZXSnﬂ — XZ(X3)n — X -
n=0 n=0 1_X

b) Cherchons la somme de la série Z =3
~3n+2

Une décomposition en éléments simples donne

6X 2 2X-2
3 T2 ’
1-x° 1-x X +x+1

D’ou, par intégration et compte tenu de f(0)=0

jlﬁtﬁ dtzj%dui AL g 4'[;&
. J1-

d 17+t (zFl) N
3
_{In[l(;r:r)t J ZJ_[ rctg Zf/;:lﬂo

=In Lx+x 2\/_( (ﬁlj+arctg§)

(%
:Inl+x—+x—2x/_arctgi

(1-x)

1 Iex+xt, 1 x/3
f(X)—gln(w)—%ArCtgm,XE]—l,l[

f(-1)=S et f(1) n’est pas défini; ona R=1.lafonction f est continue au point x=-1 et
I'on a
1 7r«/§

9

S=lim f(x)= —§In2+

Xx—-1+0



