
1 
 

Module: Distributions II  Corrigé type de l’examen  Année académique : 2018/2019 
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 

Exercice 1 (4,5 points =1,5+1,5+1,5).  
 

1.1) Soit � ∈ ����. On a :  |���	, ���|�  = �� 1��,������ ����� ��	, ����		
� �� ≤ ����	 � � ����� ��	, ���

� ��		
�  et donc  

� |���	, ���|����		
�  ≤ �� ����	���		

� � � � ����� ��	, ���
� ��		

�    = 	
�� � ����� ��	, ���

� ��		
� .  D’où  ‖�‖� �!�� = 

� |���	, ���|���	���		
!  =	� �� |���	, ���|����		

� ���			
ℝ ≤ 

	
�� �� � ����� ��	, ���

� ��		
� � ��			

ℝ   = 	
�#�����#� �!�

�
. 

Soit $ ∈ %�	,���� et soit &�'( ⊂ 	���� avec  �' → $  dans  %	,����, alors �' → $ dans +���� et 
��,
��� → �-

��� 

dans +����, donc  ‖$‖� �!� = lim'1�'1� �!� ≤ lim' �	��
2
 #��,���#� �!� = �

	
��

2
 # �-

���#� �!�. 
 

1.2) Soit 3 = �4∇$; $ ∈ %�	,����7, ‖	‖&� �!�(��, il suffit de montrer que 3 est complet. De l’inégalité (partie 1.1), 

on tire  �1 + 	
��
�2 ‖$‖92, �!� ≤ ‖∇$‖&� �!�(� ≤ ‖$‖92, �!� prouvant ainsi que l’application (linéaire) $ ↦ ∇$ 

est un isomorphisme topologique de %�	,���� sur 3. L’espace %�	,���� étant de Banach, 3 est donc complet. 

 

2) On a : ; ∈ <=���,  �>��2 ��� = �?�2>���
	@�2�   et  

�>
��� ��� = 0, ∀� = ��	, ��� ∈ �. Donc  � �>��2� ≤ 	 |C||;|  et  

�>
��� = 0. 

D’où les équivalences : ; ∈ %	,����   ⇔   � |;|���		
! < ∞  ⇔  � �1 + �	��?���			

ℝ  < ∞   ⇔   CG < − 	
�.  

Cependant ; ∉ %�	,���� car sinon l’inégalité (partie 1.1) serait fausse, puisque  
�>
��� = 0  et  ; ≠ 0. 

 

Exercice 2 (4 points = 3+1).  
 

1) Étape 1 : On vérifie que la relation  �K, L� ↦ KL  définit une application (bilinéaire) continue de   

+M�ℝN� × +M�ℝN�  dans  +��ℝN�. En effet, si �K, L� ∈ +M�ℝN� × +M�ℝN�, alors � |KL|���		
ℝP  = � |K|�|L|���		

ℝP  

≤ &� |K|M��		
ℝP (2�&� |L|M��		

ℝP (2�, donc KL ∈ +��ℝN� et ‖KL‖���ℝP� ≤ ‖K‖�Q�ℝP�‖L‖�Q�ℝP�. 
  

Étape 2 : Soit �$, ;� ∈ %R,M�ℝN� ×%R,M�ℝN� et soit S ∈ ℕN U;VW	|S| ≤ X. On a (étape 1) :  $; ∈ +��ℝN� et 

∑ Z!
\!�Z�\�!�\$�Z�\;\]Z ∈ +��ℝN�. Il ne reste qu’à prouver que : �Z�$;� = ∑ Z!

\!�Z�\�!�\$�Z�\;\]Z    (*).  

Preuve de (*) : ��ℝN� étant dense dans %R,M�ℝN�, il existe une suite &�'( ⊂ ��ℝN� telle que �' → $ dans  

%R,M�ℝN�. On a (étape 1)  �'; → $;  dans  +��ℝN� et, sachant que  +��ℝN� ↪ �′�ℝN� et que l’opérateur �Z est 

continu sur �′�ℝN�, donc  �Z&�';( → �Z�$;� dans �′�ℝN�. D’autre part, comme �Z&�';( = 

 ∑ Z!
\!�Z�\�!�\$�Z�\;\]Z , alors (étape 1) �Z&�';( → ∑ Z!

\!�Z�\�!�\$�Z�\;\]Z  dans  +��ℝN� et, vu que  

+��ℝN� ↪ �′�ℝN�, donc �Z&�';( → ∑ Z!
\!�Z�\�!�\$�Z�\;\]Z  dans �′�ℝN�. Par unicité de la limite, �′�ℝN� 

étant séparé, on en déduit que  �Z�$;� = ∑ Z!
\!�Z�\�!�\$�Z�\;\]Z  dans �′�ℝN�. 

 

2)  On a %�,��ℝ`� ⊂ <��ℝ`�  et  %abc�,��ℝ`� ⊂ <�ℝ`� parce que 2 > `
�. Soit $ ∈ %�,M�ℝ`�. Alors (partie 1), 

∀f ∈ ��ℝ`�, f$ ∈ %�,��ℝ`�. D’où $ ∈ %abc�,��ℝ`� et donc  $ ∈ <�ℝ`�. D’autre part, étant donné que (partie 1) 

$� ∈ %�,��ℝ`�, on a  $� ∈ <��ℝ`�, ainsi lim|�|→=&$���(� = 0 et donc lim|�|→= $��� = 0. 
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Exercice 3 (11,5 points = 2+2+2+2+2+1,5).  
 

On a :   &g'( ⊂ 	��ℝN�, g' ≥ 0, � g'��ℝP = 1, i$GGg' ⊂ jk&0, l'( avec l' → 0, &g' ∗ K( ⊂ 	+��ℝN� et g' ∗ K → K 

dans  +��ℝN� si K ∈ +��ℝN�, &g' ∗ K( ⊂ 	<=�ℝN� et  g' ∗ K → K dans <=�ℝN� si K ∈ <=�ℝN�. 
 

1.1)  Soit $ ∈ %�R,��ℝN�. Alors  $ = ∑ �ZKZ	|Z|]R  avec KZ ∈ +��ℝN�. Pour chaque |S| ≤ X, on a :  g' ∗ KZ ∈
	+��ℝN�, g' ∗ KZ → KZ  dans  +��ℝN� et �Z applique continûment +��ℝN� dans %�R,��ℝN�. Donc  g' ∗ $ =
∑ g' ∗ �ZKZ	|Z|]R  = ∑ �Z&g' ∗ KZ(	|Z|]R ∈ %�R,��ℝN� et g' ∗ $ → ∑ �ZKZ	|Z|]R = $  dans  %�R,��ℝN�. 
 

1.2)  Soit $ ∈ n�ℝN�. Comme ��ℝN� ⊂ 	n�ℝN� ⊂ 	<=�ℝN�, &g' ∗ $( ⊂ 	n�ℝN� et  g' ∗ $ → $  dans  <=�ℝN�.  
Il ne reste qu’à prouver que &g' ∗ $( est bornée dans n�ℝN�. Soit �S, o� ∈ ℕN × ℕN, on a : pZ,\∗ &g' ∗ $( = 

1qZ�\&g' ∗ $(1�2�ℝP� = 1qZ&g' ∗ �\$(1�2�ℝP� = #∑ Z!
r!�Z�r�!r]Z �&qrg'( ∗ &qZ�r�\$(�#�2�ℝP� ≤   

∑ Z!
r!�Z�r�!r]Z 1qZ�r�\$1�2�ℝP�1qrg'1�2�ℝP� et 1qrg'1�2�ℝP� = � |�r|g'��		

ℝP ≤ � �1 + |�|��|s|� g'�����		
ℝP   

= � �1 + |�|��|s|� g'�����		
tk&�,u,( ≤ &1 + l'�(

|s|
� � g'�����		

tk&�,u,( = &1 + l'�(
|s|
� , donc sup'∈ℕ pZ,\∗ &g' ∗ $( < ∞. 

 

1.3)  Soit $ ∈ n′�ℝN�. Comme ��ℝN� ⊂ yz{ �ℝN�, &g' ∗ $( ⊂ 	n′�ℝN�. Soit K ∈ n�ℝN�. On a :  〈g' ∗ $, K〉 =
〈$, g~� ∗ K〉 et g~� ∗ K = &g~ ∗ K�(� → &K�(� = K dans n�ℝN� (partie 1.2), donc 〈g' ∗ $, K〉 → 〈$, K〉. 
 

1.4)  Soit $ ∈ ���ℝN�, ; ↦ ���;� = �ℱ ��1 + |q|������ ∗ ; étant un isomorphisme topologique de ���ℝN� sur 

+��ℝN� et ���	 = ���, donc  g' ∗ $ = ��� �g' ∗ ���$�� ∈ ���ℝN�  et  g' ∗ $ → ���&���$�( = $  dans ���ℝN�. 
 

2)  Si i < − N
�, alors � ∈ ���ℝN� et donc (partie 1.4) g' = g' ∗ � → �  dans  ���ℝN�. Inversement, si  g' → $  

dans  ���ℝN�, alors, sachant que  ���ℝN� ↪ n′�ℝN�, g' → $  dans  n′�ℝN� et, vu que (partie 1.3)  g' = g' ∗ � →
�  dans  n′�ℝN� et que  n′�ℝN� est séparé, � = $ ∈ ���ℝN�, donc i < − N

�. 
 

3)  Si  i < − N
�, alors (partie 2) &g'( converge dans ���ℝN� et donc elle est bornée dans  ���ℝN�. Dans le sens 

inverse, vu que &g'( ⊂ 	�tk&�,���,∈ℕ u,(� �ℝN� ↪↪ ���u�ℝN� pour tout l > 0, si &g'( est bornée dans ���ℝN�, 
alors elle a une sous-suite qui converge dans ���u�ℝN�, donc (partie 2) i − l < − N

�  et, lorsque l → 0, i ≤ − N
�. 

 


