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Exercice 1(4,5 points =1,5+1,5+1,5).

1.1) Soitp € D(2). On a: |p(xy, x,)[P = |f Lo (D22 (xl,t)dtl e | (xl,t)| dt et donc
a a

oGPz, < (f; 87 dx,) fiy |22 G, 0] de =2 [ |22 Gy, 0] de. Dol Hlglpgg =

JoloCey, )Py dx, = [ (f |<p(x1,x2)|pdx2)dx1 (f |6x2 (x1't)| dt)dx1 = ”ax2

LP(2)

Soitu € Wol‘p () et soit(p;) ¢ D(2) avec ¢; - u dansW™?(Q), alorsg; - u dansL? (12) et? SN
2

0xy
LP(Q) ( ) ||6x2

1.2) SoitF = ({Vu;u e WP}, ||(Lp(m)z), il suffit de montrer qué& est complet. De l'inégalité (partie 1.1),

6(p1
0xy

dansL? (), donc [lullp o) = hmJ”(p]”L”(ﬂ) _l1m]() ” oy

1
on tire (1 +%) P lullwirgy < ||Vu||(Lp(m)z < |lullyrr(q) Prouvant ainsi que I'application (linéairg)~ Vu

est un isomorphisme topologiquekﬂ’é‘p () surF. L’espacel/l/ol"’ (2) étant de Banaclt, est donc complet.
b e (00 2V ) = 2rava) 0w _ o v _
2)Onawe (@), 5-() =752 et 72(x) = 0, Vx = (x1,x;) € 2. Donc |ax1| < Irllvl ety =0.

D’ou les équivalencesz. € W'P() & [ |[v|Pdx <o & [ (1+ x2)Pdx; <0 & rp< —%.

Cependant ¢ Wol"’(f)) car sinon l'inégalité (partie 1.1) serait faus;misque(%’ =0 etv+0.
2

Exercice 24 points = 3+1).

1) Etape 1 On vérifie que la relatior{f, g) = fg définit une application (bilinéaire) continue de
L*(R™) x L*(R™) dansL?(R™). En effet, s(f, g) € L*(R™) x L*(R™), alors[p.|fg|*dx = [L.|f1*|g|*dx
< (fRnlfI“dx)%(fRnlgI4dX)%, doncfg € L*(R™) etllfgllzmy < If s myllg Nl mmy-

Etape 2 Soit(u v) € WEA(R™) x Wk4(R") et soite € N" avec |a| < k. On a (étape 1) uv € L(R") et
DRuD* Py (¥).

DPuD* Py € L2(R™). Il ne reste qu'a prouver qud*(uv) =

Zﬁ<“ﬁ (a B! Zﬁ<“ﬁ (a B!

Preuve de (*) D(R™) étant dense damg**(R™), il existe une suitép;) c D(R™) telle quep; —» u dans
Wk4(R™). On a (étape 1p;v —» uv dansL?(R™) et, sachant qué*(R"™) & D'(R™) et que 'opérateub® est
continu suD’(R™), donc D¥(¢p;v) - D%(uv) dansD'(R™). D’autre part, comm®“(¢p;v) =

al - £ al - 2
ZﬁsamDﬁuD“ By, alors (étape 1)%(¢p;v) - ZﬁsamDﬁuD“ By dans L*(R™) et, vu que
L*(R™) & D'(R™), doncD%(¢;v) - Zﬁsaﬁ!(:—!m,DﬁuD“‘ﬁv dansD’(R™). Par unicité de la limite)’(R™)

étant séparé, on en déduit qDé (uv) = Zﬁ<“ﬁ'(a m'DﬁuDa By dansD’(R™).

2) On aw??(R3) c Co(R?) et W22 (R3) c C(R?) parce que > % Soitu € W%4(R3). Alors (partie 1),
vy € D(R3), Yu € W22(R3). D'otiu € W,22(R?) et doncu € C(R3). D'autre part, étant donné que (partie 1)

u? € W2%(R3), on au? € Cy(R3), ainsilim|x|ﬂ,(u(x))2 = 0 et dondim .. u(x) = 0.



Exercice J11,5 points = 2+2+2+2+2+1,5).

Ona: (9]-) c D(R"), 8; = 0, fRn 0;dx =1, supp6; E(O, sj) avecg; - 0, (Hj *f) c LP(R") et f > f
dans LP(R™) si f € LP(R™), (9,- *f) c C*(R™) et 6 = f - f dansC*(R™) sif € C”(R™).

1.1) Soitu € W*P(R™). Alors u = ¥, |4k D*f, avecf, € LP (R™). Pour chaquéx| < k,ona: 0; * fo €
LP(R™), 6; * fo = f dansLP(R™) etD* applique contindmert” (R™) dansw ~%?(R™). Donc 0 *u =

% |a|sk 9j * Dafa = |a|skDa(9j * fa) € W_k'p(]Rn) etej *U > Y |a|skDafa =u danSW_k'p(Rn)-

1.2) Soitu € S(R™). CommeD(R™) c S(R™) c C*(R™), (6; *u) c S(R™) et §; *u —» u dansC®(R™).
Il ne reste qu'a prouver q@; = u) est bornée dar®&(R™). Soit(a, ) € N* x N, on a iq;, z(6; * u) =

91086, #0)l 1 gy = 16, # D). gy = | B ((476) « (e DPw)|| <

LY(R™)

! vl
Yyca—— ||[ME Y DFu|| = [pnlx16;dx < [(.(1 + |x]?)2 6;(x)dx

<@ yiayy 7

et||m76|

LY(R™) | LY(R™) LY(R™)

vl n vl i
= fE(o,s,-)(l +[x?)2 ;(x)dx < (1 + &) 2 fE(O,sj) 6;(x)dx = (1 + &) 2, doncsup ey qa_ﬁ(ej xu) < oo.

1.3) Soitu € S'(R™). CommeD(R™) c O¢(R™), (6; *u) ¢ S'(R™). Soitf € S(R™). On a:(6; *u,f) =
8« f)etd « f = (6, f) > (f) = f dansS(R™) (partie 1.2), don¢d; * u, f) = (u, f).

1.4) Soitu € HS(R™), v » A;(v) = <T ((1 + |M|2)§)> * v étant un isomorphisme topologiqueHigR™) sur

L2(R™) etA5 = A_g, donc 6, » u = A_; (ej * As(u)) € HS(R™) et 6; »u - A_s(As(w)) = u dansH(R™).

2) Sis < —g, alors§ € H°(R™) et donc (partie 1.4; = 6; * § - § dansH*(R™). Inversement, sb; - u
dans H*(R™), alors, sachant qu#*(R™) < S'(R™), ; —» u dansS’'(R™) et, vu que (partie 1.3); = 0; « § —
§ dansS'(R™) et queS’'(R™) est séparé] = u € HS(R™), doncs < —g.

3) Sis< —E, alors (partie 2{9]-) converge dangs(R"™) et donc elle est bornée daHs (R™). Dans le sens

inverse, vu quét;) c Hj )(R™) oo H¥Z#(R™) pour toute > 0, si (6;) est bornée dari$* (R™),

B(0,supjen €

alors elle a une sous-suite qui converge d&nS (R™), donc (partie 2§ — ¢ < —% et, lorsque — 0, s < —g.



