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Exercice 1 (Tribu Image) (2pts + 2pts + 3pts)

Soient E' et F' des ensembles. Pour A C P(E) (resp. P(F)), on note T(A) la tribu E (resp.

F) engendrée par A. Soit f : E — F une application.

(a) On démontre que f~(T") est une tribu sur E en remarquant que f~1(0) =0, E\ f~1(A) =
fYUF\A)(pour tout A C F)etf Y UpenAn) = Unenf *(An) (pour tout suite (A,)pen C
P(F)).

(b) Ici aussi, on montre que T' est une tribu sur F' en remarquant que f~1(0) = 0,f 71 (F \
A) = E\ f7Y(A) (pour tout A C F) et f~ (UnenAn) = Unenf ' (4,) (pour toute suite
(An)nen C P(F)).

Noter que, en général, {f(B),B € T} nest pas une tribu sur F (par exemple, si f est
non surjective, F{f(B),B € T}.

(c) f7UT(C)) est une tribu sue E (d’aprés la premiere question) contenant f~1(C) car (T(C) D
C), elle contient donc T(f~1(C)), ce qui donne f~(T(C)) D T(f~(C)).

Pour montrer linclusion inverse, c¢’est a dire f~1(T(C)) C T(f~1(C)).On pose T = {G C

F; f~YG) e T(f71(C)). On montre d’abord que T est une tribu :

* 0eT car fD)=0eT(f(C))

% T est stable par passage au complémentaire car, si A € T, on a f~YA) € T(f~(C))
et fTH(FN\A)=ENSY(A) e T(f1(C)), donc (F\A) € T.

% T est stable par union dénombrable car, si (Ay)nen C T, on a f71(A4,) € T(f71(C))
pour tout n € N et f‘l(U A,) = U fHA,) € T(f7H(C)), donc U,y An € T.
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On a bien montré que T est une tribu. Il est immédiat que T' D C (car f~1(B) € T(f~(C))

pour tout B € C). On en déduit que T contient T(C), c’est a dire que f~1(B) € T(f~(C))

pour tout B € T(C). Ceci signifie azactement que f~(T(C)) C T(f~1(C)).

Les deuz inclusions nous donnent bien f~1(T(C)) = T(f~(C)).

Exercice 2 (Mesure) (3pts + 3pts)

Soit (E,T,m) un espace mesuré fini (c.a.d m(E) < 00) et (Ap)nen, (Bn)nen des suites d’en-

sembles mesurables tels que B, C A, pour tout n € N pour tout n € N

(a) Soit x € (UpenAn) \ UnenBn, on a donc v € UpenA, et @ & UpenB,, c’est a dire qu’il
existe p € N t.q. v € A, et que, pour tout n € N, x & B,,. On a donc x € A, \ B,, ce qui
prouve que & € Upen(A, \ By) et donc (UpenAn) \ UnenBn C Unen(An \ By).

(b) Puisque m(E) < oo, on a, pour tout A,B €T t.q. BC A,m(A\ B) =m(A) —m(B). La
monotonie de m, la c—sous additivité de m (et la question précédente) nous donne alors :

m(UneNAn) - m(UneNBn) = m(UnENAn) \ (UNENBH)

<D m(A\By) =) (m(A,) \m(B,))



Exercice 3 (Fonctionsmesurables) (3pts + 4pts)
Soient (E,T) un espace mesurable et f une application de E dans R ;

(a) wvoir le lere question de [’exercice 1

(b) Soit C un ensemble qui engendre B(R), on montre que les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) f est mesurable,
(i) f71(C) e T, pour tout C €C

On remarque que f mesurable signifie simplement que Ty contient B(R).

Le sens (i) = (ii) est immédiat car C C B(R).

Pour le sens (it) = (i), on remarque que Ty est une tribu. Donc, si Ty contient C, on a aussi
Ty contient T(C) = B(R). Ceci donne f mesurable.

Proverbe : Le mérite ne saurait se mesurer avec le succés.



