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Examen de rattrapage

1 0 1
Exercice 1: On considére la matrice a coefficients réels A,, = —1 2 1
2—m m—2 m

1. Déterminer les valeurs propres de A,,.
2. Déterminer les valeurs de m pour que la matrice A,, soit diagonalisable.

3. Dans le cas ou m ¢ {1,2}, trouver une base de chaque sous-espace propre. Déterminer alors
une matrice inversible P et une matrice diagonale B,, telles que B,, = P~'A,,P.

4. Soient (up)n, (Un)n, (Wy), les suites numériques définies, pour tout n € N, par

Un+1 Un,
Un+1 =A, Un
Wp+1 W,
avec ug = vp = wy = 2.
Upi1
On pose X, = | i1 pourtoutn e N, A =Aet B, =B.
Wn41

(a) Calculer X,, en fonction de A, n et Xj.
(b) Calculer B". En déduire A™.

(c) Ecrire uy,, v,,w, en fonction de n.

4 2 1
Exercice 2: Soit f I'endomorphisme de R? ayant pour matrices M = -5 1 3 | dans la
-3 20
-1 2 1
base canonique de R? et N = 0 -1 2 dans une base B de R3.
0o 0 -1

1. Quelle relation y a-t-il entre M et N7

2. Déterminer toutes les matrices qui interviennent dans cette relation.

Exercice 3: Soit n € N* et soient A, B € M,(R) telles que AB — BA = A. On veut montrer
que A est nilpotente (ie Im € N* tel que A™ = 0).

1. Montrer par récurrence que Vk € N, A*B — BAF = g AF,

2. Montrer que 'application f définie sur M,,(R) par f(M) = M B — BM est un endomorphisme
de M, (R).

3. Que peut-on dire du nombre de valeurs propres de f7
4. Montrer que si A* # 0 alors k est une valeur propre de f.

5. En déduire qu’il existe k& € N* tel que A* = 0.
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1 0 1
Exercice 1 On considére la matrice & coefficients réels A,, = —1 2 1

2—m m—2 m

1. Le polynéme caractéristique de la matrice A, est Py, (X) = —(X — 1)(X — 2)(X —m). On
déduit que ses valeurs propres sont Ay =1, Ay =2 et A3 =m. (1,5 pts)

2. Sim =1, la matrice Ay admet pour valeurs propres Ay = A3 = 1 (double) et Ny = 2 (simple).
Elle est diagonalisable si et seulement si la dimension du sous-espace propre Ey est égale a 2
ou de maniére équivalente si et seulement si le rang de Ay — I3 est égal a 1. Ce qui n’est pas le
cas car rg(A; — I3) = 2. Donc la matrice n’est pas diagonalisable. (1 pt)

Sim =2, la matrice Ay admet deux valeurs propres: Ay = A3 = 2 (double) et A\; = 1 (simple).
Par suite
Ay est diagonalisable < dimFEy =2 < rg(Ay—2I3) =1 (1 pt)

ce qui est le cas. Donc la matrice est diagonalisable.

Sim # 1 et m # 2 alors les trois valeurs propres de A,, sont toutes simples. On déduit que la
matrice est diagonalisable. (0,5 pt)

En guise de conclusion, A, est diagonalisable si et seulement si m # 1.

3. Déterminons une base de chaque sous-espace propre dans le cas ot m & {1,2}.
Une base de E; :
Par définition Ey = {V = (z,y,2) € R3/(A,, — I5)V = 0}. On obtient le systéme
z=10

—r+y+z2=0
2-m)z+(m—-2)y+(m—-1)z=0

dont les solutions sont (z,x,0) avec x € R. Donc Ey = (v = (1,1,0)) et {v1} est une base de
E.

De maniére analogue, on a {vy = (1,0,1)} est une base de Ey et {vs = (1,1,m — 1)} est une
base de E,,.

On vérifie que C = {vi, vy, v3} est une base de R®. La matrice P demandée est la matrice de

11 1
passage P=1 1 0 1
01 m-—1

est la matrice de l'endomorphisme associé a la matrice

) de la base canonique a la base C.
0
2
0

1
Et B, = P7'A,P= 1| 0
0

S oo

)

A,, relativement a la base C. (0,54 0,5+ 0,54 0,54 0,5 pts)



4. Soient (Up)n, (Un)n, (Wn)n les suites numériques définies, pour tout n € N, par

Unp+1 Up,
Un+1 - A—l Un
Wn+1 Wn,
avec ug = Vg = Wy = 2.
Unp+1
Onpose A1 =A, B.1=B et X, = Una1 pour tout n € N.
Wp+1

(a) Calcul de X,, en fonction de A,;n et X :
On montre, par une simple récurrence, que X,, = A"Xy. (0,5 pt)

1 0 0
(b) PourmeN, onaB"=| 0 2 0 (se failt aussi par récurrence). (0,5 pt)
0 0 (=1
Puisque A = PBP~! alors
L LD 3= (=D = 2nt = (1)
A" = PB"P~! = B -1+ (=) 3—(=1)" 1— (=1 (1 pt)
2t —9(—1)n 2(—1)" — 2n+l 2(=1)"
1 -1 3 1
avec P71 = = 2 -2 0 . (1 pt)
21 -1 4
(¢) D’apres la question (a)
Up, U 3—(—-1)"
vy | =A" v | = 3—-(-1)"
Wy, wo 2(=1)"
donc u, =v, =3 —(=1)" et w, =2(—1)" VneN. (1,5 pt)
-4 21
Exercice 2 Soit f l’endomorphisme de R® ayant pour matrices M = | —5 1 3 | dans la base
-3 20
-1 2 1
canonique de R et N = 0o -1 2 dans une base B de R3.
0 0 -1

1. D’aprés le schéma suivant:
rR® L, RS
(&) )
1d T Jd
R3 L, R3
(B) (B)

on déduit que N = P"*MP ou P = pass(€,B). (1 pt)

2. Dans cette question, il s’agit de trouver P et P71,

Posons B = {vy,vq,v3}. D’aprés la matrice N, f(v1) = —vy, f(ve) = 201 — vy et f(vg) =
v + 20y —v3. (0,5 pt)

Déterminons vy :

Posons vy = (z,y,2) = xey + yes + zeg avec x,y,z € R. Par linéarité de f on a

3



xf(er) +yfles) + zf(e3) = —we; — yes — zes. En utilisant la matrice M on obtient I'équation
x(—4e; — bey — 3e3) + y(2e1 + es + 2e3) + z(eg + 3ea) = —xe; — yes — zes qui donne le systéme
—3r+2y+2=0
—dr+2y+32=0
—3r+2y+2=0

d’ot l'on déduit x = y = z. En choisissant, par ezemple, x = 1 on obtientv; = (1,1,1). (0,5 pt)

Remarque: L’équation f(v1) = —vy signifie que —1 est une valeur propre de M et vy est un
vecteur propre associé. Donc vy peut s’obtenir a partir d’une base du sous-espace propre E_q.
Ce qui revient encore & résoudre le systéme précédent.

Pour déterminer vy et vs, on procéde de la méme maniére. On obtient vo = (v, x+1,x) et v3 =
(x,z,2+1) ce qui nous donne, pour le choiz x = 0, vo = (0,1,0) et v3 = (0,0,1) (0,5+0,5 pt).

1 00 1 00
Parsuite P=| 1 1 0 | eeP'= -1 1 0 ). (0,2540,75 pt)
1 01 -1 0 1

Exercice 3 Soit n € N* et soient A, B € M,,(R) telles que AB — BA = A. On veul montrer que la
matrice A est nilpotente (ie Im € N* tel que A™ =0).

1. Montrons par récurrence que Yk € N, A*B — BAF = EAF,

La relation est vraie pour n =0 et n = 1. Supposons qu’elle l’est a lordre k. A Uordre suivant
on a

Ak+1B _ BAk+1 — A(AkB) _ BAk:Jrl

A(kAF + BAF) — BAkH (car A¥B — BAF = kA¥)
kAk+1 + ABAk . BAk—H

kAR 4 (A + BA)AF — BA*1  (car AB — BA = A)
kARTL 4 AkT1

= (k+1)A* (1,5 pts)

2. Soient M, N € M, (R) et a« € R.

flaM + N)=(aM + N)B - B(aM + N)=«a(MB - BM)+ (NB—BN)=af(M)+ f(N)
donc f est linéaire. (0,5 pt)

3. Puisque les valeurs propres de f sont les racines de son polynéme caractéristique qui est de
degré dim(M.,,(R)) = n? alors leur nombre est supérieur ou égal & zéro et inférieur ou égal &
n?. (1 pt)

4. f(A¥) = A*B — BA* = KAk, Donc si A* # 0 alors A* est un vecteur propre et k est une valeur
propre de f (1 pt).

5. Supposons par l'absurde que Vk € N*, A* £ 0. Alors tout k € N* est une valeur propre de f.
Donc f admet une infinité de valeurs propres. Ce qui contredit la question (3.) On déduit qu’il
existe k € N* tel que A* =0 ie A est nilpotente. (1 pt)



