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Préface

Ces notes de cours sont principalement destinées aux étudiants de la deuxieme année
(semestre 3) de Licence en mathématiques systéme LMD a l'université Ferhat Abbas de
Sétif 1, Algérie. Le cours peut étre fait durant une quinzaines de semaines a raison de 3
heurs de cours et 3 heures de travaux dirigés.

Ces notes ont pour objectif de donner les fondations élémentaires de bases en topologie
générale indispensables a toute formation en mathématiques. Ces notes sont absolument
indispensables pour tout étudiant désirant de ce spécialiser en mathématiques. Ceci dit,
elles n’ont aucune prétention d’étre un recueil complet sur le sujet. Jespere, tout de méme,
qu’elles constituerons un support pédagogique efficace. Ces notes ne serons completement
profitables aux étudiants que si ces derniers assistent régulierement aux cours magistraux,
et préparent minutieusement les travaux dirigés. Je vous serais tres reconnaissant de me
signaler toute erreur que vous trouverez dans ces notes de cours.

On a introduit le sujet de topologie générale via les espaces métriques. Malgré que ces
espaces sont un cas particulier des espaces topologiques, mais le fait que dans les cours
d’analyses la majorités des espaces rencontrés sont Hausdorff, on a préféré introduire le
sujet de cette maniere.

Pré-requis

Tout étudiant voulant étudier la topologie générale doit, au préalable, connaitre les no-
tions de base d’une fonction d’une variable réelle (différentiation et intégration), les suites
et les séries réelles. Nous conseillons les étudiants de revoir ces notions qui seront utiliser
a travers tout le cours.

Préparation de 'ouvrage
On a utiliser les outils suivants pour la réalisation de cet ouvrage.
BIEX : pour la production de cet ouvrage.

Geogebra : pour réaliser la majorité des graphes et figures.

Wikipedia : pour obtenir quelques graphes.

Dr. El-Bachir Yallaoui
© Deuxiéme Edition 2015
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1. Préliminaires

La topologie est une théorie mathématique relativement jeune : elle émerge (sous le nom
d’analysis situs) au début du vingtiéme siécle dans les travaux de Hausdorff et de Tycho-
noff. Le besoin d’une telle théorie s’est déja fait sentir a la fin du dix-neuviéme siécle dans
les travaux de Riemann et de Hilbert. Dans la recherche actuelle, la topologie joue un role
fondamental aussi bien en Analyse Fonctionnelle qu’en Géométrie Différentielle ou encore
en Topologie Algébrique. Ci-dessous, quelques grands noms de la Topologie :

— Henri Poincaré (1854-1912) ; (homotopie, cohomologie)

— David Hilbert (1862-1943) ; (bases de Hilbert, espaces de Hilbert)

— Maurice Fréchet (1878-1973) ; (convergence uniforme, convergence compacte)

— Stefan Banach (1892-1945) ; (fondateur de ’Analyse Fonctionnelle, espaces de Banach)
Ce cours n’est cependant qu’une introduction aux notions de base. Il contient le strict mini-
mum pour celui qui souhaite poursuivre les études en mathématiques. Comme la topologie
repose sur relativement peu de connaissances acquises, elle présente I'occasion idéale pour
l’étudiant de combler d’éventuelles lacunes en logique ou en théorie des ensembles. C’est
la raison pour laquelle la plupart des énoncés sont suivis d’une preuve compléte.

1.1 Ensembles

Dans ce chapitre nous voulons donner une révision des concepts d’ensembles et des fonc-
tions que vous avez vu dans les cours antécédents. Bien siir, ce n’est pas un exposé complet
de ce sujet, mais simplement une récollection des thémes les plus importants. Nous allons
supposer que le lecteur posséde une familiarité avec 'idée d’un ensemble et ses sous-
ensembles. En général, nous adoptons ce qui est souvent considéré comme l'approche
naive a ce sujet, en évitant la démarche logique rigoureuse.

Appartenance

Soit X (univers) un ensemble et A, B,... des sous ensembles de X. Pour tout sous-
ensemble A de X et pour chaque point = dans X, on dénote par z € A pour indiquer
que z est un élément de A (ou bien z appartient a A). De méme, la notation = ¢ A signifie
que z est un élément de X qui n’appartient pas a A.

Nous pouvons spécifier 'ensemble en énumérant ses éléments, comme dans I’ensemble
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des chiffres décimaux :
D ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

ou bien en sélectionnant les éléments d’un ensemble préalablement donné qui satisfait
certaines conditions bien définies :

P ={n € N:n premier }

qu’on peut lire comme «I’ensemble des n € N tel que n est un nombre premier». Ou N est
I’ensemble des nombres naturels :

N={1,2,3,..}.

On peut également indiquer la liste des éléments a 'aide d’une expression, comme dans
I'ensemble
S ={n?:neN}

On dénote par & 'ensemble vide qui est un ensemble ne contenant aucun élément. On
dénote par {z} le singleton, qui est un sous-ensemble ne contenant que . Si un ensemble
S a un ou plusieurs éléments, on dit que I'ensemble est S non vide, et on le dénote par
S #o.

Inclusion et égalité

Si A et B sont des sous-ensembles de X alors on dénote par A C B pour indiquer que touts
les éléments de A sont aussi des éléments de B, c.a.dsiz € A, alors x € B. En termes
logiques, la condition est que = € A seulement si « € B, de sorte que (v € A) = (z € B).
Noter que @ C A C X, c.a.d que 'ensemble vide est un sous ensemble trivial de n’importe
quel ensemble. De méme on dénote par B D A (B contient A), pour indiquer que A C B.
Par exemple {1,2} D {2}.

On dit que I'ensemble A est égale a 'ensemble B et le note A = B, si et seulement si
A C Bet BC A. Parexemple {1,1,2} = {1,2}.

Si A n’est pas un sous-ensemble de B, on le note par A ¢ B, et si A est différent de B on
le note A # B.Si A C B mais A # B onlenote par A G B.

Proposition 1.1. Soit X un ensemble et A, B, C des sous-ensembles de X , alorson a :
1. ACA
2. SiACBetBcCCalors ACC.

3. A= Bsietseulementsi AC Bet B C A.

Topologie Générale Elémentaire UFAS: El-Bachir Yallaoui
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Union et intersection

L'union des deux ensembles A et B, dénotée par AU B, est 'ensemble de tous les éléments
qui appartiennent a A ou B,

AUB={reX:xzc€Aou zcB}

Noter que le mot "ou" dans la définition est inclusif, c.a.d. que x peut étre un élément de
A et B en méme temps.

Exemple 1.2. Considérons les cas suivants :

(a) Si X estun universet A C X, alors AUX =X et AU = A.

() SiX =R, A=(0,1) et B=(3,5],alors AUB = (0,5].

(© Si X = RLA = {(z,0):zcR} et B = {(z,1):2€R}, alors AUB =
{(z,y) :x € R,y=0,1}

L’intersection des deux ensembles A et B, dénotée par A N B, est 'ensemble de tous les
éléments qui appartiennent a A et B en méme temps,

ANB={reX:zc€A et z € B}
Si AN B = @, on dit que les ensembles A et B sont disjoints.

Exemple 1.3. Considérons les cas suivants :
(a) Si X estun universet A C X, alors ANX = AetANg = 2.
(®)SiX =R, A=(0,1) et B=(3,5],alors AN B = (},1).
(©SiX=R*A={(z,0):zcR}et B={(z,1):x €R},alors ANB = 2.
Proposition 1.4. Soit X un univers, et A,B,C C X alorsona :

1. (AuB)UC=AU(BUCQC)

2. (AnB)NC=An(BNC)

3. AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

4. AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

Proposition 1.5. Soit X un univers, et A, B C X alors les assertions suivantes sont équiva-

lentes.
1. AcB.
2. AnB=A
3. AUB=2L.
Topologie Générale Elémentaire UFAS: El-Bachir Yallaoui
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Différence et complément

La différence A moins B, dénotée A \ B, qui est 'ensemble de tous les éléments apparte-
nant a A mais pas a B
A\B={zecX:zcAeta ¢ B}

et la différence symétrique de A et B est
AAB = (A\B)UB\ A)

Exemple 1.6. Considérons les ensembles suivants :

(@) Si X estun universet A C X, alors A\ @=Aet A\ X =g.

() SiX =R, A=(0,1) et B=(3,5],alors A\ B = (0, 5].
(@©SiX=R*A={(2,0):xcR}et B={(z,1):x € R},alors A\ B = A.

Le complément de A, dénoté par X \ A ou bien A°, est 'ensemble de tous les éléments
n’appartenant pas a A.
X\A=A={zeX :x¢ A}

Vous pouvez trouver le complément avec les notions suivantes : A° A, A’, et A. 1l est
évident que le complément du complément est 'ensemble lui méme c.a.d.

X\ (X\4)=A.
o= ‘.A n H.,- — AUB
2 U T
( \ \ / [\ \
v e R .
I\\\ . //f II‘\ \'\ /'i f"l
N p
‘|| I«"
[ ‘,

FIGURE 1.1: Opérations sur les ensembles

Proposition 1.7 (Lois de DeMorgan). Soit X un ensemble quelconque et A, B C X, alors
ona:

Topologie Générale Elémentaire UFAS: El-Bachir Yallaoui
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(@) X \(AUB) = (X \ 4)N (X \B)
() X\ (ANB) = (X\ 4)U(X\B)

Démonstration. On montrera la partie (a). Soit z € X \ (AU B) alors 2 ¢ (AU B), donc
z¢ Aetx ¢ B,cad.quexe X\ Aetz e X \B,alorsz € (X \A)N(X\B).

Maintenant siz € (X \ A)N (X \B),alorsz € (X \ A) etz € (X\B),cad quexz ¢ Aet
x ¢ B,doncz ¢ (AU B) qui est équivalenta z € X \ (AU B). ]

Collections d’ensemble

Un ensemble est un objet mathématique, et peut donc étre considéré comme un élément
d’un autre ensemble. Lorsque l'on considére un ensemble dont les éléments sont des en-
sembles, nous allons souvent le référer comme une collection d’ensembles, et désigner
avec une lettre de script comme 7 ou 4. (Parfois les ensembles d’ensembles sont appelés
familles d’ensembles.)

Par exemple, chaque étudiant a 'université peut étre considérée comme un objet mathé-
matique. Nous pouvons considérer 'ensemble de tous les éléves :

S = {s: s est un étudiant a UFAS }.

De méme, chacun des cours offerts a I'université peut étre considéré comme un autre objet
mathématique. Il s’agit d’'un ensemble de cours

C = {c: cestun cours a UFAS }.

Pour chaque cours ¢ € C, on peut considérer 'ensemble E. des étudiants inscrits a ce
cours :

E. = {s €S : s estinscrit dans le cours c}.

Maintenant, nous pouvons considérer la collection & de ces ensembles d’éléves inscrits :
&={E.:ceC}.

& est un ensemble d’ensembles. Ses éléments sont les ensembles de la forme E., pour un
certain cours ¢ € C'. Ces ensembles ont a leur tour des éléments, qui sont des étudiants a
l'université.

11 ce peut qu’aucun étudiant est inscrit dans un cours spécifique c. Dans ce cas, E, = @. Si
cela est le cas pour les deux cours différents, c et d, alors les deux E. = & et E; = &. Par
conséquent, il peut arriver que E. = E; dans &, méme si ¢ # d dans C.

Pour un ensemble donné A, la collection de tous les sous-ensembles B C A est appelé
I'ensemble des parties de A, et est noté Z(A) :

P(A)={B:BC A}

Topologie Générale Elémentaire UFAS: El-Bachir Yallaoui
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Par exemple, 'ensemble des parties #({a,b}) = {2, {a},{b},{a,b}}. En générale, si A
contient n éléments &?(A) contient 2" éléments, pour cela Z?(A) est quelquefois appelé
ensemble puissance de A.

Unions et intersections arbitraires

Maintenant on définie I'union et I'intersection d’une collection arbitraire d’ensembles. Soit
X un ensemble quelconque, et supposons que [ est un autre ensemble tel que pour chaque
i€ lonaA; CX;lensemble I est souvent appelé ensemble index, et nous référons a la
collection des sous-ensembles comme {4; : i € I'}. On définie

UA,; ={z € X : x € A; pour au moins une valeur i € I}
iel

ﬂAi = {z € X : x € A; pour toute valeur de i € I}

iel

Bien sure si I = N = {1,2,3,...} alors on utilisera la notation

oo oo
U A; et m A;
i=1 i=1

Exemple 1.8. Considérons les familles d’ensembles suivantes :

(a) Soient 4; = [0, %) alors ﬂ A; = {0}
i=1

oo
(b) Soient A; = (0,4) alors U A; = (0,00)

i=1
Théoréme 1.9 (Lois de DeMorgan). Si X est un ensemble et {A; : i € I} est une collection
de sous-ensembles de X, alors :

@ x\ (J4) =X\ 4)

el el
® X\ (" A) =Jx\ 4)
icl iel

Produit cartésien

Si X et Y sont deux ensembles quelconques, on définie produit cartésien de ces deux
ensembles comme
XxY ={(z,y):z e X,yeY}

C’est donc, I'ensemble des paires ordonnées (z,y), ou z € X ety € Y. L'utilisation du
terme ordonnées est pour différentier entre X x Y et Y x X.

De la méme manieére, si Xi,...,X, sont des ensembles, alors on définie leurs produit

Topologie Générale Elémentaire UFAS: El-Bachir Yallaoui
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cartésien comme,

Xl><"'XXni{($1,~--7I7z):ﬁieXivi:lv"wn}

1.2 Fonctions

Domaine, codomaine et graphe

Définition 1.10. Soient A et B deux ensembles non vides. Formellement, une fonction
ou application f : A — B est un sous-ensemble f de A x B avec la propriété que pour
tout a € A, il existe un unique élément b € B tel que (a,b) € f. L'ensemble A est appelé
le domaine de f et de 'ensemble B est le codomaine de f.

Bien que la définition ci-dessus donne une définition d’une fonction purement en termes
de la théorie des ensembles, elle n’est pas généralement utile pour travailler avec. Toute-
fois elle met en évidence I'importance du domaine et du codomaine comme des parties
intrinséques de la définition de f.

Moins formellement, nous pensons généralement d’une fonction f : A — B comme une
correspondance qui associe a tout élément = € A, un élément unique y = f(z) € Y.

Le graphe de f est le sous-ensemble de A x B définie par :

Ty ={(z, f(z)) € Ax Blz € A}
On note la fonction par :

f+A — B

z — y=f(z)

On appelle A le domaine de définition de f.

On appelle B le codomaine (ensemble d’arrivée) de f.

L’élément y = f(z) € B est 'image de z par f.
— L’élément z est I'antécédent (I'image réciproque, pré-image) de y par f.

Exemple 1.11. Considérons les relations suivantes :
(@) f : R — R définie par f(z) = 2% + 1 est une fonction dont le domaine est R et dont

Im(f) = [1,00).
(b) Considérons la relation définie pour tout x dans R par :
-1, <0
f(x){ T oaso

Cette relation n ’est une fonction car f (0) = £1. Si on change la définition de telle sorte
que f(z) = —1 pour z < O et f(z) = 1 pour z > 0, alors cette relation devient une

Topologie Générale Elémentaire UFAS: El-Bachir Yallaoui
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fonction.

(c) Si X et Y sont des ensembles non vides, yp € Y et f () = yo pour tout « dans X, alors
f : X — Y est une fonction, appelée fonction constante.

(d) Soit X un ensemble non vide et A C X, on définie la fonction caractéristique de A
ou bien la fonction indicatrice de A par 14 : A — R par

1, size A

IA(x){ 0, sizd A

Propriétés

—

1p (x) =0.
1)( (_L) =1.
Lia (@) = 1= La(a).

=max{ls,1p} =14+ 1p — 1a(z)1p(z).

2

3

4. 1anp(z) =min{la, 1} = 1a(2)1p(2).
5. laup(z)

6

1AAB($) = 1,4(1‘) + 13(:17) —2 X 1,4(1?)13({(7).

Image directe et image réciproque

Définition 1.12. Soient f : A — B un fonction, S C AetT C B, alorson a :
(@) f(S)={f(s):se S} C Betonl'appelle I'image directe de S par f.
(b) fY(T)={a€ A: f(a) € T} C A et on l'appelle I'image réciproque de T par f.
(c) f(A) est appelée I'image de f et notée par Im f.

Si f est définie comme dans la définition précédente alors on a :

- §C f7H(f(S)) pour tout S C A.
- f(f7YT)) c T pour tout T C B.

Exemple 1.13. Si f : Z — Z est définie par f(z) = z%, alors on a

f{2h) ={4}
JHF{2D)] = {~2,2} on voit donc que S = {2} C 7' (f(5))
J71({0,1,2}) = {0, =1}
FIf71({0,1,2})] = {0,1} on voit donc que f(f~*(T)) c T ={0,1,2}

Remarque. Dans I'exemple précédent on a f~1({0}) = {0}. Souvent en écrira pas abus de
notation f~1(0) = 0.

Topologie Générale Elémentaire UFAS: El-Bachir Yallaoui
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Exemple 1.14. Si f : R — R est définie par f(z) = 2z + 1, alors on a

f([0,2]) = 1,5]
J((1,00)) = (3, 00)
fﬁl([fl'r?)) = [7113)

Fonctions injectives, surjectives et bijectives

Définition 1.15. Considérons la fonction f: X — Y.

(a) f estdite injective si tout élément de Y a au plus une pré-image.

Autrement dit, si x1 # x5 implique f (z1) # f (x2) pour tout z1,z2 € X.
Autrement dit, si f(z1) = f(z2) implique x; # x5 pour tout 1,z € X.

(b) f est dite surjective si tout élément de Y a au moins une pré-image.

Autrement dit, pour tout y € Y il existe x € X tel que y = f(z).
Autrement dit, si Im(f) = f(X) =Y.

(c) f est dite bijective, tout élément de Y posséde une et une seule pré-image.

Autrement dit, pour tout y € Y il existe un unique z € X tel que y = f(x).
Autrement dit, f est a la fois injective et surjective.

Exemple 1.16. Quelques exemples :

(1) La fonction f : N — N définie par f(n) = n? est injective mais pas surjective car il
n’existe aucun n € N tel que f(n) = 5.
On a alors Im(f) = I'ensemble des carrés dans N = {0,1,4,9, 16, ...}.

(2) La fonction f : Z —» N définie par f(n) = n? n’est ni injective ni surjective car
f(=5) = f(5) = 25 et il n’existe aucun n € N tel que f(n) = 5.

(3) La fonction f : R+ — R définie par f(z) = /= est injective mais pas surjective
car Im(f) =R+ #R.

(4) Lafonction i : R — R définie par i(z) = z est la fonction identité. Elle est bijective.

(5) Si X est un ensemble et A C X. La fonction injection canonique i : A — X définie
par i(a) = a pour tout a € A est toujours injective mais pas surjective, saufsi A = X.
Quand A = X cette fonction deviens I'identité qui est bijective.

(6) La fonction f : R? —s R définie par 7 (z,y) = « est la fonction projection. Elle est
surjective mais pas injective. Par exemple 7 (z,y1) = @ = mi(x,y2) donc elle n’est
pas injective.

(7) Lafonction f : R — (—g, g) définie par f(z) = arctan z est bijective.

(8) La fonction f : R — R définie par f(x) = sinz n’est ni injective ni surjective. Si on
considére f : R — [—1, 1], f devient surjective mais pas injective.

Si on considere f : [-7/2,7/2] — R, f devient injective mais pas surjective.
Si on considere f : [—m/2,7 /2] — [—1,+1], alors f devient bijective.

Topologie Générale Elémentaire UFAS: El-Bachir Yallaoui
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Fonction composée

Sif:A— Betg: B— C, alors la composée de go f : A — C est définie par

(g0 f)(a) = g[f(a)]

pour tout a de A. Par exemple, si f(z) = 2” et g(z) = sinz, alors (g o f) (x) = sin (2?) et
(fog)(x) = (sinw)*,

La composition de fonctions est une opération associative.

Proposition 1.17. Si f: A— B, g: B — C et h: C — D, sont des fonction alors,

(fog)oh= fo(goh).

Le prochain théoréme nous donnes quelques propriétés d’'une fonction f avec les opéra-
teurs U,Net \ .

Théoréme 1.18. Soit f : X — Y et A, B C X et {A; : i € I} est une collection de
sous-ensembles de X alors :

(@ f(AUB)=f(A)U f(B)

() f(ANB) C f(A)N f(B)

(@) f(A\B) D f(A)\ f(B)

(d) Si AC Balors f(A) C f(B)

@ f(JA)=Jr4)

iel el
® F(()A4) ) (A
iel el

Démonstration. La démonstration est laissée au lecteur comme un exercice. | |

Soit f : A — Bet S C A est un sous-ensemble du domaine, on peut définir la restriction
de f sur S comme la fonction f|g : S — B avec (f|s)(z) = f(x) pour tout z € S. Le
graphe de la restriction est donné par

Ff n (S X B)
qui est un sous-ensemble de S x B,ouT'y C A x B.

Les relations réciproques

Soit f : X — Y un fonction. En général, la relation réciproque ( ou relation inverse)
f~1:Y — X dela fonction f n’est pas une fonction. Mais si f est une fonction bijective,
alors la relation réciproque f~! est une fonction bijective appelée bijection réciproque
(ou bijection inverse). Soit y € Y, alors par surjectivité il existe z dans X avec f(z) = y;

Topologie Générale Elémentaire UFAS: El-Bachir Yallaoui
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par injectivité, cet z est unique. Donc, on peut définir f~!(y) = = pour I'unique z avec
flz)=y.

1
Attention. f~1(z) # —

f@)

Le prochain théoréme nous donnes quelques propriétés d’une relation réciproque f~' avec
les opérateurs U, N et \ .

Théoréme 1.19. Soit f : X — Y et A,B C Y et {B; : i € I} est une collection de
sous-ensembles de Y alors :

@ [TH(AUB)=fTAUSTB)

®) fH(ANB)=f"'A)Nf'B)

© fHANB) = [TA)\ f'B)

(d) Si Ac Balors f~1(A) c f71(B)

@ A Us)=U s

el el
® B =("(B)
el el

Définition 1.20. Pour tout ensemble S, la fonction d’identité sur S, notée par Idg : S — S
est la fonction définie par Idg(s) = s pour tout s € S.
1l est facile de vérifier que si nous avons une fonction f : A — B alors

foldy=f=1Idgof.

Définition 1.21. Supposons f : A — B et g : B — A sont deux fonctions telles que
go f = 1dy. Alors on dit que f est une fonction réciproque droite de g et que g est une
fonction réciproque gauche de f.

Le théoréme suivant est fondamental.

Théoreme 1.22. Si f : A — Betg: B — A sont deux fonctions telles que go f = Id4 alors
f est injective et g est surjective. Donc toute fonction qui admet une réciproque a gauche est
injective et toute fonction qui admet une réciproque a droite doit étre surjective.

Démonstration. go f = Id4 est équivalent a g(f(a)) = a pour tout a € A.
f is injective : Supposons que a,a’ € A et f(a) = f(a') € B. Alors on

9(f(a)) = g(f(a")) & (g0 f)a) = (g0 f)(a) & Ida(a) =1da(a') & a=d

d’ou f est injective.
g is surjective : Soit a € A, alors f(a) € B et g(f(a)) = a. Donc a € g(B) = Im (g) pour
tout a € A, qui montre que A = Im (g) donc g est surjective.

|
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L'exemple suivant montre que les réciproques gauches (droites) ne sont pas nécessaire-
ment uniques.

Exemple 1.23. Soit A = {1,2} et B = {a,b,c}. On défini fi, fo : A — B par fi(1) =
a, f1(2) = ¢, f2(1) = b, f2(2) = c. On défini g1, 92 : B — A par gi1(a) = g1(b) = 1, ¢g1(c) =2
et ga(a) = 1, 92(b) = g2(c) = 2. Alors il est facile de montrer que g; o f1 = Ida = g1 0 fo
donc g; posséde deux réciproques droites distinctes f; et fo. De plus puisque g n’est pas
injective, elle n’a pas de réciproque gauche.

De méme on peut vérifier que, go o f; = Id4 = g1 o f; donc f; posséde deux réciproques
gauches distinctes g; et go. De plus puisque f; n’est pas surjective, elle ne posséde pas de
réciproque droite.

De cet exemple, on peut conclure que méme si elles existent, les réciproques ne sont pas
nécessairement uniques. Cependant, nous allons maintenant voir que quand une fonction
a la fois une réciproque gauche et une réciproque droite, alors ces réciproques doivent
étre les mémes.

Proposition 1.24. Si f : A — B est une fonction possédant une fonction réciproque a gauche

h : B — A et une fonction réciproque a droite g : B — A, alors h = g.

Démonstration. Par hypothése on a ho f = Ids et f o g = Idp. En utilisant la propriété
d’associativité des composées on :

h=holdg=ho(fog)=(hof)og=Idgog=y.

Donc h et g sont les mémes. Puisque cet argument est vrai pour n’importe quelle réci-
proque droite g de f, tout réciproque a droite de f doit étre égale a g. Puisque cet argu-
ment est vrai pour n'importe quelle réciproque gauche h de f, tout réciproque gauche de
f doit étre égale a h. Donc tous les réciproques de f sont égaux. | |

On fini par donner une caractérisation compléte de l'injectivité, la surjectivité et la bijecti-
vité en fonction des réciproques.
Théoreme 1.25. Soit f : A — B une fonction, alorson a :

(a) f est injective si et seulement s’il existe g : B — A telle que go f = Id 4.

(b) f est surjective si et seulement s’il existe h : A — B telle que f o h = 1dg.

(c) f est bijective si et seulement s’il existe g : B — A telle que go f =Idget fog=1dp.

Dans ce cas la fonction réciproque est unique et on la note par g = f~.

Démonstration.

(a) («) découle du théoreme (1.22).
(=) Supposons que f : A — B est injective. Soit ay € A un point fixe et on défini la
fonction g : B — A telle que

ap sinon

g(b)_{ asibe Im (f) et f(a)=b
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Sibe Im(f)etf(a) =0b,ona(go f)(a) = g[f(a)] = g(b) = a. Sinon on a (g o
f)(ao) = g[f(ag)] = ap. Cela montre que g o f = Id4. Donc ¢ est une réciproque
gauche de f.

(b) («) découle du théoréeme (1.22).

(=) Supposons que f : A — B est surjective. Alors pour tout b € B, f~1({b}) # @
dans A. On choisi & : B — A de telle sort que h(b) est une des valeur de f~1({b}).
Don on aura (f o h)(b) = f[f~1(b)] = b pour tout b € B. Cela montre que h est une
réciproque droite de f.

(¢) (=) Supposons que f est bijective. D’apres (a) et (b) ci-dessus on peut conclure que
f admet une réciproque gauche h et une réciproque droite g. Par proposition (1.24)
on ah = g. Il existe donc une fonction g : B — A telle que go f =Ids et fog =Idp.
(<) Notons qu'une fonction réciproque de f a gauche et a droite simultanément est
une fonction g : B — A telle que f o g =1d4 et go f = Idp. Par théoreme (1.22) si
f admet une fonction g qui est a la fois une réciproque gauche et droite alors g doit
étre injective et surjective et donc bijective.

Proposition 1.26. Soit f: A— Betg: B — C.
(1) Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.
(2) Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.
(3) Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective et (go f)™' = flog™L
(4) Si f est bijective, alors f~! : B — A est bijective et (f1)™! = f.
(5) AC(frof)(A)et(fof ) (B)C B
(6) (f~'o f)(A) = Asiet seulement si f est injective.

(7) (fo f~1)(B) = B si et seulement si f est surjective.

Démonstration. La démonstration est laissée au lecteur comme un exercice. ]

1.3 Le corps des nombres réels

On note par R I'ensemble des nombres réels. On peut voir les nombres réels comme toutes
les longueurs géométriques obtenues le long d’'une droite.

Exemple 1.27. Les nombres v/2,7, e, In(5) sont tous des nombres réels non rationnels.

L’ensemble R est un corps, totalement ordonné, archimédien, et complet :

— totalement ordonné : on peut toujours comparer 2 réels r et u; soit u > r, soit u < 7,
soit u = r.

— archimédien : pour tout couple (z,y) de nombres réels, il existe un entier n € N tel que
ne > y.
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— complet : toute suite de Cauchy est convergente.

Définition 1.28. Soit A C R. A est dit majoré (resp. minoré) dans R s'il existe s € R tel
que a < s (resp. a > s) pour tout a € A. L’élément s € R est appelé un majorant (resp. un
minorant) de A. Le sous-ensemble A est dit borné s'il est a la fois majoré et minoré.

1) L’élément s n’appartient pas nécessairement a A.
2) Si A posséde un majorant, alors il en posséde une infinité. En effet, si s est un majorant
de A, alors tout t € R tel que ¢ > s est aussi un majorant.

Définition 1.29. (Borne supérieure ou supremum). Un majorant s de A est appelé la
borne supérieure ou supremum de A s’il est le plus petit des majorants, c’est-a-dire si,
pour tout autre majorant s’ de A, ona s < s'.

On note alors s = sup A.

Si A n’est pas majoré, on pose sup A = co.

Définition 1.30. (Borne inférieure ou infimum). Un minorant s de A est appelé la borne
inférieure ou infimum de A s’il est le plus grand des minorants, c’est-a-dire si, pour tout
autre minorant s’ de A, ona s > s'.

On note alors s = inf A.

Si A n’est pas minoré, on pose inf A = —oco.

Remarque :

— Si le supremum (resp. 'infimum) existe, il est unique.

— Si le supremum de A appartient a A, on dit que c’est le maximum de A et on le note
max A.

— Silinfimum de A appartient a A, on dit que c’est le minimum de A et on le note min A.

— Ilest évident que si A est majoré par une bore supérieure s si et seulement si —A = {—z :
x € A} est minoré par une borne inférieure —s. Pour cette raison, chaque déclaration
sur la borne supérieure d’'un ensemble a son analogue pour la borne inférieure.

Exemple 1.31. Soit A = (0,2], alorsinf A=0¢ Aetsup A =2 =maxA.

Axiome 1.32. (Propriété de Densité).

Si a et b sont des nombres rationnels avec a < b, alors il existe un nombre irrationnel x avec
a<x<b.

Si a et b sont des nombres irrationnels avec a < b, alors il existe un nombre rationnel x tel
quea <z <b.

Axiome 1.33. (Propriété de complétude).
Si A est un sous-ensemble non vide de R admettant une borne supérieure alors A un posséde
un supremum.

Remarque : Cette propriété n’est pas vraie dans Q

Topologie Générale Elémentaire UFAS: El-Bachir Yallaoui
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Exemple 1.34. Considérons le sous-ensemble de Q
A={zecQ:2? <2}

C’est un sous-ensemble borné de Q car, par exemple, 3 est un majorant de A et _3 est un
minorant de A. Mais il ne posséde ni de borne supérieure ni de borne inférieure dans Q. En
revanche, si on considére A comme sous-ensemble de R, alors la propriété de complétude
assure l'existence d’une borne supérieure r = sup A et d’une borne inférieure s = inf A.
On montre alors facilement que r? = s? = 2 et donc que

s:7\/§etr:\/§

Proposition 1.35. Soit A C R.
Sia=supAete>0,ilexistex € Atelquea —e <z < a.
SiB=infAete>0,ilexisteyc Atelque B<z < B+e

Démonstration. En effet, par définition du supremum, o — ¢ ne peut pas étre une borne
supérieure de A, donc il existe un tel z. Si applique cela pour —A on peut monter la
proposition pour l'infimum. ]

On dit qu'une suite {z,,} est croissante si z,, < z,41, et on dit que la suite est strictement
croissante si z,, < z,,+1. Une suite {z,,} est décroissante ou strictement décroissante si la
suite {—x,,} est croissante ou strictement croissante.

Corollaire 1.36. Si A est majoré et o = sup A, alors il existe un suite croissante {z,,} dans
A tel que x,, — a. De méme si A est minoré et 8 = inf A, alors il existe un suite décroissante
{yn} dans A tel que y,, — 5.

Proposition 1.37. Toute suite bornée et monotone est convergente.

Démonstration. Supposons que {z,} est une suite bornée et croissante. Alors, z; est une
borne inférieure de {z,}. Par la propriété de complétude, o = sup{w1,x2,...} existe. Si
€ > 0 alors la proposition précédente stipule qu'il existe un entier N aveca — e < zy < a.
Puisque la suite est croissante, on a @ — € < x, < o quand n > N. Dong, |z, — a| < ¢,
c.a.d. z, — «. La preuve quand la suite est décroissante est similaire.

|
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1.4 Exercices

1. Montrer que X \ (X \ A) = A.

2. Montrer la proposition 1.4.
Soit X un univers, et A, B,C C X alorsona:

(@ (AUB)UC=AU(BUC)
() (ANB)NC=AN(BNC)
(©) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
(d AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

3. Montrer la proposition 1.7.
Soit X un ensemble quelconque et A, B C X, alorson a :

(@ X\ (AUB)=(X\A)n(X\B)
() X\ (4N B) = (X\ A)U(X\B)

4. Monter le théoréme 1.9.
Si X est un ensemble et {4; : i € I} est une collection de sous-ensembles de X,

alors :
@ X\ (JAa)=Nx\4) & x\(4)=Jx\4)
iel iel iel iel
5. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(@) AcCB.
(b) AnB=A.
(o) AUB=B.

@ (X\B)C(X\A).
(e) BU(X\A)=X.
0 Au(X\B)=2.
6. Déterminer si chacun des ensembles suivants est 'ensemble vide :
@ X ={x:2>—1=0,20=4}.
® Y ={z:z#uz}.
© Z={z:2z+1=1}.
7. Montrer que si A C @ alors A = &
8. Soient X = {1,2,...,8,9}, A = {1,2,3,4}, B = {2,4,6,8} et C = {3,4,5,6}.
Trouver les ensembles suivants :
@X\4 (B X\(ANC) ©B\C (@X\(AUB)
9. Montrer que: (a) (A\B)NB =2 (b) A\B=ANB°
10. Soient A = {a,b}, B ={2,3} et C = {3,4}.
Trouver : () Ax (BUC) (b) (Ax B)U(AxC)
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11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Montrer que A x (BNC)=(Ax B)N(AxC)

Trouver 'ensemble des parties de X, (X)) si:

(@ X ={1,2,3} (b)) X={1,{2,3}}

Montrer que si A contient 2 éléments alors &?(A) contient 4 éléments. Combien
d’éléments ?(A) aura t-il si A contient 3,1,0 éléments? Quel est le cardinal de
Z(A) en fonction du cardinal de A?

Considérer la composition des fonctions g o f, et les 9 cas possibles ou f et g sont
soient injective, surjective ou bijective puis déterminer quel propriété est acquise par
gof.

Soit f : R — R définie par f(z) = 2%, Trouver :

(@) fI{L.3,4,7}]

) f[1,4]
© f7'{4,9}]
@ L4

Soit X = {1,2,3,4}. Déterminer lesquelles des relations sur X dont les graphes est
donné sont des fonctions.

M Ty = {(2.3), (1,4), (2,1), (3,2), (4,4)}

() Ty = {(3,1),(4,2),(1,1)}

(i) Ty = {(2,1), (3,4), (1,4), (2,1), (4,4)}

Soient f et g des fonction sur X = {1,2,3,4,5} donts les graphes sont :
Iy ={(1,3),(2,5),(3,3),(4,1),(5,2)} et
F!J = {(17 4)7 (27 1)7 (3’ 1)7 (47 2)7 (57 3)}

(a) Déterminer si les fonctions sont injectives ou surjectives.

(b) Calculer f(X) et g(X).

(c) Trouver fogetgo f.
Soit f : R —» R définie par f(z) = % — 1. Trouver :

@ f'[{15}]

() f{-16}]

© f{z:z<0}]

@ S fz:3 << 24)]
Soit f: X — Y et A,B C X et {4, : i € I} est une collection de sous-ensembles
de X alors :

(@ f(AUB) = f(A)U [f(B)

() f(AnB) C f(A)Nf(B)

(@ f(A\B)D f(A)\ f(B)

(d) Si Ac Balors f(A) C f(B)
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20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

@ flJ4a) = r)

iel el

® F(()4) ) f(A4)
iel iel
Soit f: X —YetACXetBCY.

(a) Montrer que A C f~1(f(A)) et on obtient égalité quand f est injective.
(b) Montrer que f(f~1(B)) C B et on obtient égalité quand f est surjective.
Soient f : X — Y etg: Y — Z deux fonctions bijectives, alors :

(@ (fof ")(y)=1Idy(y) =y pour touty € Y.

) (f~ro f)(x) =Idx(z) = z pour tout z € X.

(©) (go f) estbijectiveen plusona (go f) ™' = flog™!
Soient f: X — Y, AC Xet BCY, alors:

@ (/o f)(4) 2 A

®) (fof")(B)C B

(© (f'o f)(A) = Asiet seulement si f est injective.

(d (fof ') (B)= Bsietseulementsi f est surjective.

Soit f: X — Y et A,B C Y et {B; :i € I} est une collection de sous-ensembles
de Y alors :

@ fH(AUB)=fA)UFB)
® f(ANB)=f'A)nf'B)
© fH(A\B)=f'A)\f'B)
(d) Si Ac Balors f~1(4) c f~4B)
@ YUB)=UJr s

i€l el

® OB =B
il il
Soient f: A— B,g:B— Cetgof:A—C:

(a) SiCy C C, montrer que (go f)~(Co) = (g7 (C0))

(b) Montrer que si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.
(c) Sigo f estsurjective, que pouvez vous dire sur f et g?

(d) Montrer que si f et g sont injectives alors g o f est injective.
(e) Sigo f estinjective, que pouvez vous dire sur f et g?

Soit f : R — R une fonction définie par f(z) = 2 —4x. Montrer que f est surjective
mais pas injective. Choisissez des restrictions sur le domaine et codomaine de f de
telle sort que la nouvelle fonction soit bijective.

Soit f : R — R une fonction définie par f(z) = sin(wx).
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(a) Montrer que f est ni injective ni surjective.

(b) Choisissez des restrictions sur le domaine et codomaine de f de telle sort que
la nouvelle fonction soit surjective mais pas injective.

(c) Choisissez des restrictions sur le domaine et codomaine de f de telle sort que
la nouvelle fonction soit injective mais pas surjective.

(d) Choisissez des restrictions sur le domaine et codomaine de f de telle sort que
la nouvelle fonction soit bijective.
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2. Espaces métriques

Les espaces métriques sont un cas particulier trés important d’espaces topologiques. Nous
étudierons leurs propriétés spécifiques comme exemples pour illustrer les définitions abs-
traites. Ce sont des espaces topologiques avec des propriétés assez intuitives, ou tout du
moins qu'on a l'habitude de manipuler car le modele le plus simple est R muni de la
distance usuelle.

2.1 Définition d’un espace métrique

Définition 2.1. Un espace métrique est une paire (X, d) ou X est un ensemble et d est
une fonction d : X x X — R, appelée distance (ou métrique), qui satisfait les propriétés
suivantes pour tout z,y,z € X :

(M1) d(z,y) = 0sietseulementsiz =y; ( propriété de séparation)

M2)  d(z,y) =d(y,z); ( propriété de symétrie)

M3) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y); ( l'inégalité triangulaire)

Pour montrer qu'un espace est métrique on doit vérifier les 3 conditions ci-dessus. Les deux
premiéres sont faciles, c’est 'inégalité triangulaire qui demande généralement du travail.
On donne maintenant une conséquence directe de I'inégalité triangulaire que 'on appelle
deuxiéme inégalité triangulaire.

Proposition 2.2. Pour tout z,y,z € X ona:
ld(z,y) — d(y, 2)| < d(x,2)
Démonstration. On a d(z,y) < d(z, z) + d(z,y) = d(z, z) + d(y, z), dou
d(z,y) — d(y, 2) < d(z, 2). De méme, on a d(y, 2) < d(y,z) + d(z,2) = d(z,y) + d(x, 2),
d’ot d(y, z) — d(z,y) < d(z, z). On en déduit

—d(??,y) < d(%’,y) - d(y’ Z) < d(T.y)

il en résulte
ld(z,y) — d(y, 2)| < d(,2).

Nous donnons quelques exemples standard d’espaces métriques.

20
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Exemple 2.3. Soitd: R x R — R et d(z,y) = |z — y| appelée distance euclidienne sur R.
L’inégalité triangulaire dans ce cas est une conséquence directe des propriétés de la valeur
absolue.

Exemple 2.4. Soient d : R2 x R? — R, = = (z1,22),y = (y1,52) € R et d(z,y) =

\/ (x1 —y1)2 + (z2 — y2)? appelée la distance euclidienne sur R? ou bien la métrique ¢2.

Exemple 2.5. Soit X =R", z = (z1,22,...,2,) ety = (y1,¥2,. .., yn) on définie :

n
di(z,y) =Y |z — uil
i=1

n 1/2
dz(l‘,y) = |:Z(Tl — yi)2:|

i=1

doo(,y) = s pax }|5E1: - yil

Remarque :
e d; s'appelle la métrique ¢'.
o d s'appelle la métrique euclidienne (usuelle) ou bien la métrique /2.

e d s'appelle la métrique de £*°.

Sin = 1, alors les distance dans 'exemple précedent sont toutes équivalentes a la
distance d(z,y) = |z — y| de I'exemple 2.3.

e (P 0 < p < oo est 'espace métrique dont les points sont les suites infinies de nombres
o0

réels x = (z1, 22, ..., T, . . .) telles que Z |xg]? < oo.
k=1
e Sauf mention du contraire, on supposera que R" est toujours muni de la distance
Euclidienne usuelle ds.

Exemple 2.6. Soit (> I'espace métrique dont les points sont les suites infinies de nombres
réels

= (T1,T2,. .., Thy - -)
telles que
Z .T?kZ < 00
k=1
et dont la distance est définie par la formule
0 1/2
d(z,y) = |:Z(7Jk - Zk)z} :
k=1
Exemple 2.7. Soit X un ensemble quelconque, on définie

5(%11)_{ 1 siz#y,

0 siz=y.
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Cette distance est appelée la métrique ou distance discréte. L'espace métrique muni de
cette distance est appelé espace métrique discret.

Soit (X, dx) un espace métrique et A une partie non-vide de X. Considérons la restriction
dg:Ax A— Rdedy sur A x A cela veut dire que d4(z,y) = dx(z,y) pour tout couple
(z,y) € A x A. Les axiomes de la distance sont valides pour d4 car elles le sont pour dx.
L’espace métrique (A, d4) est appelé sous-espace métrique de (X, dx) et d4 est appelée
la distance induite (métrique induite) par dx. Si A est un sous-ensemble non vide de R™
alors en se référant a A comme un espace métrique nous supposons que la métrique d»
est induite par la métrique euclidienne sur R" & moins qu’une autre métrique est spécifiée.
En particulier, cela s’applique aux sous-ensembles de R.

Exemple 2.8. Soit X = R avec la distance usuelle d(z,y) = |z — y| et A = [a,b], avec
a # b, alors (A,da) ot da(z,y) = |z — y| pour tout z,y € A est un espace métrique. On
peut générer ainsi une infinité de sous-espace métriques de R.

Attention. Noter que A n’est pas ouvert dans (R, d) mais il est ouvert et fermé dans (A4, d4).

Exemple 2.9. Soient (X,dx) et (Y, dy) deux espaces métriques. Comme dans le cas de R"
on peut définir des distances sur le produit X x Y. Pour les points (z1,y1), (z2,32) € X XY
on défini les distances :

di((z1,91), (22, 92)) = dx (71, 22) + dy (y1,92)
dao((z1,91), (w2,92)) = [dx (21, 2)* + dy (y1,32)*] /2

doo((T1,91), (22, y2)) = max{dx (w1, 2), dy (y1,2) }-

Chacune de ces distances peut étre appelée distance produit sur X x Y.

Exemple 2.10. Soit C[a,b] 'ensemble des fonctions continues sur I'intervalle [a, b], et on
définie sur X
d = t) —g(t
(f:9) = max [f(t) — g(t)]
alors (Cla, b], d) est aussi un espace métrique. Les axiomes (M1)—-(M3) sont vérifiés immé-

diatement. Cet espace joue un rdle trés important en analyse. Nous allons le désigner par
le méme symbole C'a, b] que I'ensemble des points de cet espace.

Exemple 2.11. L’espace (C|a,b],d) ou d est définie par :

b
d(f.g) = / 1F() — g(0)] dt

est aussi un espace métrique.

Remarque. Si (X, d) est un espace métrique et a > 0 alors (X, a - d) est aussi un espace
métrique. Donc la distance entre les points de X est relative a la distance qu’on utilise. Par
exemple si d'(z,y) = 2d(x,y) = 2|z — y| sur R on a d(0,1) = 1 mais d'(0, 1) = 2.

Topologie Générale Elémentaire UFAS: El-Bachir Yallaoui



Chapitre 2. Espaces métriques 23

2.2 Distance entre deux parties et diametre

Définition 2.12. Soit A et B deux parties quelconques d’un espace métrique (X, d). On
appelle distance de A et B, et 'on note d(A, B) la quantité positive définie par

dist(A, B) = zejﬁ\ngeB d(z,y)

On a évidement
dist(A, B) = dist(B, A).

Si A = {a}, cette distance se nomme distance du point a a I'ensemble B et se note :

dist(a, B) = inf d(a,x)

z€B

Pour toutes parties A et B de (X,d)ona:
dist(4, B) = ;Ielgdlst(l‘, B) = ;glfg dist(y, A).
De plus,
ANB# @ = dist(A,B) =0
Sia € B on a évidement d(a, B) = 0.

Attention : dist(A4, B) n’est pas une distance sur 'ensemble Z?(X) des partie de X.
Par exemple dist(A,B) = 0 n’entraine pas A = B. Si X = R,A = [0,2],B =
[2,3],dist(A, B) = 0 mais A # B.

Définition 2.13. On appelle diameétre d’une partie A de X, et 'on note par diam(A) :

diam(A) = sup d(z,y).
z,y€A

On dit qu'une partie A de X est bornée si diam(A) < co.

Proposition 2.14. diam(By(a,r)) < 2r ot By(a,r) = {x € X : d(a,z) < r} est la boule
fermée de centre a et de rayon r.

2.3 Espaces vectoriels normés et espaces Euclidiens

Espaces vectoriels normés

Nous définissons maintenant les espaces vectoriels normés qui forment une classe d’es-
paces métriques qui jouent un role tres important dans I'analyse.

Définition 2.15. Soit X un espace vectoriel sur R. Une norme est une application || - || :
X — [0, 00), qui satisfait les propriétés suivantes pour tout z,y € X et pour tout a € R :
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(N1) ||z|| = O si et seulement siz = 0;

(N2) [lazl| = la] ]|

(N3) ||z + y|| < ||lz|| + ||yl (Tinégalité triangulaire)
La paire (X, ||-||) est appelée espace vectoriel normé.

Proposition 2.16. Soit (X, ||-||) un espace normé, alors
d: X x X — R, définie par d(z,y) = ||z — y||

est une métrique sur X, appelée métrique induite par la norme.

Démonstration. On montre seulement N3 car les axiomes N1 et N2 sont clairs. Si z,y et
z € X, alorson a

d(z,y) =z —yll = Iz —2) + =yl <lle—z]+lly -2l = dz,2) + d(z,y)

Exemple 2.17. La valeur absolue | - | est une norme sur R

Exemple 2.18. Soit X = R", x = (x1,x2,...,x,) alors;

n
lelly =Y b
i=1
n 1/2
=
i=1

i€{l,..,n}

llly

=]l
sont des normes de R" qui satisfont I'inégalité suivante
l#lloe < lllly < llzlly <zl -

Exemple 2.19. Soit X en ensemble non vide et (Y, ||cot||) un espace vectoriel normé. Une
fonction f : X — Y est dite bornée si ||f|| < M pour M > 0. L’ensemble de toutes les
fonctions bornées f : X — Y, noté par B(X,Y) est un espace vectoriel normé avec la
norme

/1l = sup [£(A)]I-
reX

Espaces préhilbertiens et espace Euclidiens

Définition 2.20. Soit X un espace vectoriel sur R et (-,-) : V x V' — R une application
telle que pour tout z,y,z € V et t € R on a les propriétés suivantes :
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(ED) (z,2) >0 équivalente a celle du parallélogramme, par changement de variable
(E2) Si(x,z)=0,alors z =0.
E3) (2,y) = (y,2)
(E4) (z+2,y) = (x,y) + (2,9) llz +ylI* = llz = ylI* = 2z, y) + 2(y, ).
(E5) (t

(s

6. L’identité polaire :

iz, y) = t{z,y)

Alors (-, -) est dit un produit scalaire et (X, (,)) est un espace préhilbertien.

Théoréeme 2.22 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Si x,y € R" alors
Un espace vectoriel réel de dimension finie muni d'un produit scalaire est appelé espace

Euclidien. (2.3.1)

n 2 n n
[Z y} < [z } [z 2
=1 i=1 i=1

Proposition 2.21. Soit X =R" et z,y € R", sur R" alors,

n Démonstration. Si on utilise la notation des produits scalaires I'inégalité (2.3.1) est équi-
(z,y) = Z TiYi valente a
i=1

2
(@,9)" < (2, 2) (y,y) -
est un produit scalaire sur R" et
En utilisant les propriétés 2.20 des produit scalaires ci-dessus on a

n
(,2) = |lellf =) af.
=1

0<(r—ty,x—ty)
= (z,2) — 2t (x,y) + > (y,)

Propriétés élémentaires 9
=c+bt+at”=p(t)

1. L’inégalité de Cauchy-Schwarz :

ouc = (z,z),b=2(z,y)eta = (y,y).Donc p (t) est polyndme du second dégrée. Puisque

[z, )| < ll(lllyl p(t) > 0eta= (y,y) >0, le discriminant

2. L’inégalité de Minkowski dite aussi inégalité triangulaire : A=0—dac=[2(z, y)]2 — 4y, y) (z,2)
lz+yll < =) + llyl doit étre négatif. Donc on doit avoir A = [2 (z,)]? — 4 (y,) (x, ) < 0 d’oli on obtient
3. Le théoreme de Pythagore : si z et y sont orthogonaux, alors (z, )% < (z,z) (y, 1)
llz+yl* = llel® + lyll?, |

la réciproque n’étant vraie que dans le cas réel.

4. Laregle du parallélogramme : Remarque : L'inégalité de Cauchy-Schwarz
2 2 2 2 2
e +ylI* + llz =yl = 2ll=l1* + 2[ly". (z,9)" < (2, 2) (y,9)
Réciproquement, d’apres le théoréme de Fréchet-von Neumann-Jordan, toute norme est équivalente a
vérifiant cette identité est préhilbertienne, c’est-a-dire dérive d’un produit scalaire. (x,y) <A@, z) (y,y) = ||z||lyl],

» " ST
5. Lidentité de la médiane : et si en remplace x par z — z et y par z — y on aura

Y+ z 2
T —
2

1
lz = ylI* + llo — 2% = LA 2||* +2

; (g=zz—y) <Vlg—za—2){z—y2-y) =z~ z]ll= - yll
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Corollaire 2.23. Si dy : R" x R" — [0, c0) est définie comme

n 1/2
dy (z,y) = {Z (i — %)2} )

i=1
alors d est une distance dans R".

Démonstration. Les deux premiéres conditions d'une distance sont évidentes. Donc on
montre seulement l'inégalité triangulaire. Noter que

n

[do () = (@i =)’ = (zr—y, 2 —y).
i=1
En utilisant les propriétés de I'espace vectoriel R", I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la

remarque précédente on obtient

n

[dy (w,9)] =Y (@i —v:)* = (@ —y, 2 — )

(o) (e —y), -2+~ )
=(x—zx—2)+2@x—2,2—yY)+{(z—y,z2—y)
<lw—zr-—23+2/(z—zz— 2V (z—yz2—y)+(z—y,z— )
<dy (z,2)? + 2da (x,2) d (2,9) + da (2,9)?

= [da (2, 2) + d2 (2, 9))?

Maintenant si on prend la racine au carré des deux cotés on obtient 'inégalité triangulaire

da (xv?/) <do (T* Z) +da (Z,y)
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Topologie associée a une distance

Soit (X, dx) un espace métrique. On se propose de s’intéresser a la géométrie de X. Pour
cela, nous allons définir les parties de X qui jouent un role important dans la topologie
des espaces métriques. Notamment on verra que les boules ouvertes forment la base de la
topologie. On montrera aussi que dans un espace métrique quelconque une boule n’est
pas toujours ronde.

2.4 Boules dans un espace métrique

Définition 2.24. Soient (X, d) est un espace métrique, a € X et r > 0. On définie par :
(1) B(a,r) ={x € X : d(a,z) < r}. la boule ouverte centrée en a et de rayon r.
(2) By(a,r) ={zr € X :d(a,z) <r} laboule fermée centrée en a et de rayon r.

3) S(a,r) ={x € X : d(a,z) = r} la sphére de centre a et de rayon r.

Remarque :
— Si dy,ds,...,d, sont toutes des distances sur le méme espace X, alors on notera les
boules par rapport aux différentes distances par By, (a,r), Bqg, (a,7), ... Bq, (a,7).
- Si0<r < salors,
B(a,r) C Bf(a,r) C B(a,s).

Exemple 2.25.

(1) Si X = R avec la distance euclidienne alors :
- B(a,r)={zcR:|la—z|<r}=(a—r,a+T)
- Bf(a,r)={zeR:|a—z|<r}=[a—ra+T7]
- Sla,r)={zeR:|la—z|=r}={a+r,a—r}
(2) Si X = R? est muni de la distance usuelle euclidienne alors :
- B(a,r) est le disque centre en a de rayon r (la circonférence non incluse),
— By(a,r) est le disque avec circonférence incluse et
— S(a,r) est le cercle de centre a et de rayon r.
(3) SiX =R% d=dy,alors:
— B(a,r) est la boule ouverte de rayon r et de centre a (I'ensemble des points stric-
tement a l'intérieur de la sphére de rayon r et de centre a,
- By(a,r) est B(a, f) en plus de la sphere et

28
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FIGURE 2.1: Boules dans R', R? et R>.

— S(a,r) sont les points sur la sphére seulement.

(4) Dans X = R? les boules de rayon 1 et centrées a I'origine ont les formes suivantes
avec les distances dy, dz et d, vues dans 'exemple (2.5) :

Bdl((070)7 1) = {( ER*: dl((ovo)v (Ivy) = |I‘ + ‘y‘ < 1}

z,y)
By, ((0,0),1) = {(x,y) € R?: da((0,0), (x,y) = 2> + ¢ < 1}
B, ((0,0),1) = {(z,y) € R*: doo((0,0), (z,y) = max{|a], [y} < 1}

T

Ve 2 N
-1 7 )= -yl diamond D 1 1 dey)
% = % da(z,9) = map i~ i, carré
fii

FIGURE 2.2: Boules ouvertes de centre (0,0) de rayon r = 1 dans R? avec dy, da et do,
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(5) Dans I'espace métrique discret (R2, §) on a,

= { 8 75

R? sir> 1.

Donc on a B(a,1) = {a}, Bf(a,1) = R? et S(a,1) = R?\ {a}.

(6) Soit X l'ensemble B([0,1],R) des fonctions numériques réelles bornées sur [0, 1],
avec la métrique sup d = d. Alors pour fy € X etr > 0, B(fo,r) est 'ensemble des
fonctions f € X dont le graphe est a I'intérieur du ruban de largeur verticale égale
a 2r et de centre le graphe de fy.

FIGURE 2.3: Boule ouverte de rayon r et centre fy(z)

Remarques :

(a) Les boules ne sont pas toujours rondes.

(b) La forme de la boules dépend généralement de la métrique et 'ensemble sur lequel
elle est définie.

(¢) Sur (X,d)ona B(a,1) = B(a,1/2) = {a}.

2.5 Ouverts, fermés, et voisinage

Définition 2.26. Soient (X, d) est un espace métrique et O, F, V,, C X, alors on dit que :
(a) O est ouvert dans X, si pour tout = dans O il existe un r > 0 tel que B(z,r) C O.
(b) F est fermé dans X, si son complément X \ F, est ouvert dans X.

(c) V, est un voisinage de z s'il existe » > 0 tel que B(z,r) C V.

Remarques :

(a) @ et X sont a la fois des ouverts et des fermés de (X, d).
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(b) Toute boule ouverte est un voisinages de tous ses points.

(c) Tout ouvert est un voisinage de tous ses points.

(d) La réunion quelconque de voisinages de z est un voisinage de x.
(e) L’intersection finie de voisinages de x est un voisinages de z.

(f) X est un voisinage de tout z € X.

(g) @ n’est pas un voisinage de tout = € X.

-
- -~

” ~,
’ N\
s N\
/ \
/ PR |
/ o7 ~
’ F N
’ 4 4Rt
{ 1 I
1 ‘\ Bair) II.
] \N ,:
H .
H DT I
1 /
\ /
\ 4
\ /
\ /
\ [ yd
s’
N 7

~ -
Scmmm——

FIGURE 2.4: Ouvert O dans (X, d)

Exemple 2.27.

(1) Si (X,d) est un espace métrique, alors X, & sont a la fois ouverts et fermés. Il est
clair que X ouvert, en fait, il est le plus grand ouvert de X. Puisque & ne contient
aucun élément, donc tous les points de & satisfait la condition. Etant donné que ces
deux ensembles sont ouverts, leurs compléments (X \ & = X, X \ X = @) sont

fermés.

(2) Si X = R et d est la distance usuelle d(z,y) = |x — y|, alors tout intervalle ouvert
I = (a,b) est un ouvert. En effet pour tout = € I, si on choisi r = min{z — a,b — z},
ona B(z,r) = (x —r,x +r) C I. Par contre tout intervalle non ouvert n’est pas un
ouvert. Par exemple [a, b) n’est pas un ouvert, car il n’existe pas de boule ouverte de
centre b incluse dans [a, b).

(3) Si X =R etd estla distance usuelle d(z,y) = |z — y|;
- R, 2, (a,b), (a, ) et (—oo, b) sont ouverts.

R, &, [a,b], [a, ) et (—oo, b] sont fermés.

- [a,b) et (a,b] ne sont ni ouverts ni fermés.

— Si O est un ouvert de R, alors O = U(””“ b;)
icl
(4) Soit (X, ) un espace métrique discret, alors toute partie de X est a la fois ouverte

et fermée.
En effet on a montrer que {z} = B(z,r) pour tout € [0, 1]. Donc tout singleton de
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X est une boule ouverte donc un ouvert de X. Cela entraine que toute partie de X
est ouverte et par complément toute partie de X est fermée.

Proposition 2.28. Soient (X, d) un espace métrique, v € X et r > 0.
(1) @ et X sont des ouverts de (X, d).
(2) @ et X sont des fermés de (X, d).
(3) Toute intersection finie d’ouverts de (X, d) est un ouvert de (X, d).
(4) Toute union arbitraire d'ouverts de (X, d) est un ouvert de (X, d).
(5) Toute union finie de fermés de (X, d) est un fermé de (X, d).
(6) Toute intersection arbitraire de fermés de (X, d) est un fermé de (X, d).
(7) Toute boule ouverte B(x,r) de (X, d) est un ouvert de (X, d).
(8) Toute boule fermée By(x,r) de (X,d) est un fermé de (X, d).
(9) Toute sphére S(z,r) est un sous-ensemble fermé de (X, d).
(10) Tout partie finie de (X, d) est un fermé de (X, d).
Démonstration.
(1) Si z € X alors pour out » > 0, B(z,r) C X, qui montre que X est en effet un
ouvert de lui méme. Si @ n’étais pas ouvert alors il existerait z € @ et r > 0 tel que
B(z,r) C & ce qui est impossible car & ne contient aucun point.

(2) On prend les compléments dans (1).
n
(3) On veut montrer que si Gy,...,G, sont ouverts, alors ﬂ G, est un ouvert. Soit

k=1
n

T € ﬂ Gy. Alors pour 1 < k < n il existe r;, > 0 avec B(z,r;) C Gy. Si on choisi

k=1
n

r=min{ry,...,r;} alors r > 0 et B(z,7;) C m Gy.
k=1
(4) On veut montrer que si {G; : i € I} est une collection d’ouverts, alors G = U G; est
iel
un ouvert. Soit z € G, alors z € G; pour un certain j € I et puisque G est ouvert il
existe r > 0 tel que B(z,r) C G;. Donc pour tout & € G il existe une boule ouverte
B(z,r) telle que B(z,r) C Gj C G = U G;, qui montre que G est ouvert.
iel
(5) On prend les compléments dans la partie (1).
(6
(7) Pour chaque r > 0, B(z, r) est un sous-ensemble ouvert de X. En effetsiy € B(z,r)
et0 < s <r—d(z,y),alors B(y,s) C B(z,r). Voir figure (2.5).

- -

On prend les compléments dans la partie (2).

(8) Pour chaque r > 0, By(x,r) est un sous-ensemble fermé de X.
En effetsiz € G = X\ By(x,r) et0 < k < d(x,y) —r, alors B(z;k) C G. Donc G est
ouvert, ce qui implique que sont complément By (z,) est un sous ensemble fermé
de X. Voir figure (2.5).
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(9) Le complément de S(z,r) est 'union (X \ By(z,)) U B(z,r) qui est un ouvert car
c’est 'union de deux ouverts. Donc la sphére est un fermé.

(10) Tout partie finie de X est fermée. En fait, si ' = {z1,...,z,} etz € X \ F, alors on
peut trouver un rayon positif » < min{d(x1,z),...,d(xn,z)} avec B(xz,7) C X \ F.

B(y; s) piec .
.s<r/#d(x,y) ’/k{ N

B(z; k) avec
k<d(xz,z)—r

FIGURE 2.5: La boule ouverte est ubn ouvert.

Exemple 2.29.

1

(1) Considérons les familles infinies d’ouverts de R. La réunion U (0,=) =(0,1) est un
K3

ieN
ouvert.
. . R[( 11 ,
(2) Lintersection ﬂ —=, = | = {0} n’est pas un ouvert dans R.
i
i=1
(3) En générale une union infinie de fermés n’est pas un fermé :

Proposition 2.30. Une partie A d’un espace métrique (X, d) est ouverte si et seulement si A

est l'union de toutes les boules ouvertes contenues dans A.
A= U{B(a,’r') :B(a,r) C A,a € A}
Démonstration. Exercice 23. |

Le théoréme suivant est une conséquence de la proposition (2.28).

Théoréme 2.31. Soit (X, d) un espace métrique, alors on a :

(01) @ et X sont des ouverts.
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(02) Toute union d’ouverts de X est un ouvert de X.

(03) Toute intersection fini d’ouverts de X est un ouvert de X.

Topologie d’un espace métrique

De maniere générale, on appelle topologie sur X un ensemble .7 de parties de X qui
vérifie les trois propriétés ci-dessous.

Axiome 2.32.

(T 2,X € 7.

(T2) Si{G;:icl}C 7, dors|JGic 7.
icl
(T3) SiGy,...,Gp€ T,alorsGi1N...NG, € T.

Si .7 est une topologie sur X, alors (X, ) est appelé espace topologique.

Proposition 2.33 (Séparation). Soit (X, dx) un espace métrique et z,y € X,x # y, alors
on peut toujours séparer x et y par des ouverts disjoints.

Démonstration. Puisque x # y alors d(x,y) = r > 0.
Posons U = B(z,r/3) etV = B(y,r/3) alorsonaz e U,y VetUNV =02. |

On dit que tout espace métrique (X, d) est séparé. Cette notion de séparation est connue
sous le nom de Hausdorff. Donc tout espace métrique (X, d) est Hausdorff.
Notons que le théoreme (2.31 ) affirme que si (X,d) est un espace métrique, alors les
ouverts de X vérifient les 3 axiomes de la topologie. On a donc le résultat évident suivant.
Puisque tout ouvert de (X, d) est une union de boules ouvertes (proposition 2.30), on dit
que les boules ouvertes forment une base de cette topologie. Cette notion est similaire a
celle en algébre linéaire ot tout vecteur est une combinaison linéaire des vecteurs de la
base.
Théoréme 2.34. Soit (X, d) un espace métrique, alors :

(1) Les ouverts de X forment une topologie sur X.

(2) Les boules ouvertes de X forment une base de la topologie sur X.

(3) Tout espace métrique est un espace topologique Hausdorff (séparé).

Remarques.
(1) Les ouverts de (X, d) forment une topologie sur (X, d).
(2) Tout espace métrique (X, d) est un espace topologique.
(3) Les boules ouvertes B(z,r) forment une base pour (X, d).

(4) Tout ouvert de (X, d) est un réunion de boules ouvertes de (X, d).
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(5) Les intervalles ouverts (a, b) forment une base pour (R, d).

o0
(6) Si A est un ouvert de R, alors A = U(“i’ b;).
i=1

(7) Tout espace métrique (X, d) est Hausdorff.

2.6 Intérieur, extérieur, adhérence et frontiere

Les ouverts et fermés jouent un réle trés important dans les espace métriques.

Définition 2.35. Soit (X, d) un espace métrique et A C X.

(a) On dit qu’un point ¢ € X est un point intérieur a A s’il existe une boule ouverte
de centre a incluse dans A. L'ensemble de tous les points intérieurs de A est appelé
Pintérieur ou 'ouverture de A et on le dénote par Int A.

(b) On dit qu'un point @ € X est un point extérieur a A s’il existe une boule ouverte de
centre a incluse dans X \ A. L’ensemble de tous les points extérieurs de A est appelé
l'extérieur de A et on le dénote par Ext A.

(c) On dit qu'un point z € X est un point adhérent a A si tout voisinage de x contient
au moins un point de A. Autrement dit ANV, # @. L’ensemble de tous les points
adhérents a 'ensemble A s’appelle ’adhérence ou fermeture de A et on le dénote
par Adh A.

(d) On dit qu'un point 2 € X est un point d’accumulation (valeur d’adhérence) de A si
x est adhérent a A\ {z}. Donc tout voisinage V, de z, contient au mois un point de A
autre que z. Autrement dit (A—{z})NV,, # @. Notons que tous point d’accumulation
de A est un point adhérent a A. L’ensemble des points d’accumulation de A est
appelé 'ensemble dérivé de A et on le note par A’.

(e) On dit qu'un point z € X est un point frontiere de A s’il est adhérent ala fois a A
eta X \ A. L’ensemble de tous les points frontiére de A est appelé frontiere de A et
on le dénote par Fr A.

(H) On dit qu'un point a € A est un point isolé de A s'il existe un voisinage V, de a tel
que V, N A = {a}. On dénote 'ensemble ses points isolés par Is(A).

Remarque : Un point d’accumulation de 'ensemble A peut étre dans A ou ne pas y étre.
Par exemple, si A = QN [0, 1] 'ensemble des nombres rationnels du segment [0, 1], tout
point [0, 1] est un point d’accumulation de A.

Définition 2.36. Soit A une partie quelconque de I'espace métrique (X, d), alors on :
- IntA= U{G : G estouvertet G C A};

- ExtA= U{G :Gestouvertet G C (X \ A)};

- Adh A= ﬂ{F : Festferméet AC F};
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- Fr A= Adh(4) N Adh(X \ A);
- A' = Adh A —Is(A).

Exemple 2.37. Considérons I'espace métrique (R,d) et A = {—1} U [0, 00), alors :
- Int A= (0,00);

Ext A = (—oc0,—-1) U (=1,0);

AdhA={-1}U]0,00);

A/

= [Oa OC>;

Fr A= {-1,0};
- A =10,00);
- Is (4) = {-1}.

Voici quelques propriétés qui découlent directement des définitions.

Remarques : Si A C X on

(€3]
(2
3
(€]

Int(A) C A C Adh(A).
Int(X) = X = Adh(A).
Int(2) = @ = Adh(2).

Sizc Aetx ¢ A, alors x € Is A.

Exemple 2.38. Si X =R, A = (a,b], B = {a, b} alors,

1
(2
3)
(4
)

Adh(A) = [a,b] et Adh(B) = B.
Int A = (a,b) etInt B = @.
ExtA=R\AetExtB=R\B.
IsA=goetlsB=0B.
FrA=BetFrB=0B.

Proposition 2.39. Soit (X, d) un espace métrique et A C X.

(a)
(b)
(o)

x € Int A si et seulement si B(xz,r) C A pour un certain r > 0.
x € Adh A si et seulement si B(x,r) N A # & pour n’importe quel r > 0.

x € Adh A si et seulement si il existe une suite (z,,) dans A tel que d(z, z,,) — 0.

Démonstration.

(a)

(b)

Supposons qu’il existe » > 0 tel que B(z,r) C A. Puisque B(z,r) est un ouvert
contenu dans A et Int A est le plus grand ouvert contenu dans A, alors on a z €
B(z,r) C Int A, donc z € Int A. Supposons maintenant que = € Int A. Il existe
un ouvert G tel que x € G C A. Mais puisque G est ouvert, il existe » > 0 avec
B(z,r) C G et nous avons établi la réciproque.

Supposons que x € AdhA. Sir > 0, alors B(x,r) est ouvert et X \ B(z,r) est
fermé. 1l est impossible que A C (X \ B(z,r)) car par définition cela implique que
Adh A C (X \ B(z,r)), qui est une contradiction au fait que € Adh A. Donc
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B(z,r)NA# 2.
Supposons que z ¢ Adh A; donc z € X \ Adh A qui est ouvert. Par définition il
existe r > 0 tel que B(z,r) C X \ Adh A. Pour cette boule B(z,r) N A = @.

(c) Supposons que z;,, € A et d(xp,z) — 0. Puisque A € Adh A, z,, € Adh A et puisque
Adh A est fermé, alors x € Adh A.
Réciproquement supposons que z € Adh A. Pour toutn € Nona B(z,1/n)NA # &.
1l existe z,, € B(z,1/n) N A tel que d(xy,z) < 1/n. Donc d(z,,x) — 0.

La proposition précédente est tres utile car elle fournit méthode concrete pour déterminer
si un point spécifique appartient a 'adhérence ou a l'intérieur d’un ensemble. Nous allons
voir une illustration dans 'exemple suivant.

Exemple 2.40.

(1) Considérons I'espace métrique R avec la distance usuelle et son sous ensemble des
nombres rationnels Q. On sait que si a et b sont deux réels tel que a < b, alors il
existe au moins un rationnel y tel que a < y < b. Si z € R la boule ouverte B(z,r) =
(z — r,x + r) doit contenir un nombre rationnel. Par la proposition précédente on a
que z € AdhQ, donc AdhQ =R.

(2) Siz € Qil ny a pas de boule ouverte B(z,r) contenue dans Q c.a.d. il n y pas
B(z,r) CQdoncIntQ = .

(3) En utilisant les mémes arguments on a Adh(R\ Q) =R et Int(R\ Q) =

Exemple 2.41. Puisque By(z,r) est fermée, on a Adh B(z,r) € By(x,r). Cela ne veut
pas dire que Adh B(z,r) = By(z,7).
Considérons

X ={(0,0}U{(a,b) : a®> +b* =1} C R%

Donc X consiste de l'origine et le cercle de rayon 1. On donne a X la distance usuelle
induite de R?. Dans ce cas

Adh B((0,0); 1) = {(0,0)} # Bs((0,0); 1) = X

Exemple 2.42. Soit (X,d) un espace métrique discret.

6(I,y){0 S%I7éy7

1 siz=y.

alors
{z} = B(x;1) = Adh B(x;1) et By(z;1) =

Attention. Dans 'espace métrique discret (X, §) tout singleton est une boule ouverte donc
un ouvert. Donc toute partie de (X, d) est a la fois ouverte et fermée.
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Exemple 2.43.

(@) Soit X =R et A = (0,1) U {2}. Chaque point dans [0, 1] est u point d’accumulation
de A sauf le point {2}. En fait, 2 est un exemple d’'un point isolé de A, le seul point
isolé de A. La frontiere Fr A = {0,1,2}

(b) Considérons les ensembles de R, A; = (a,b), A2 = (a, b], et A3 = [a, b], alors
Il’ltAi = (O, 1),AdhA1 = [(l, b]F‘I‘A1 = {(l,b}

(c) Si X =Ret A=Q, alors chaque point de X est un point d’accumulation de A et A
n’a pas de points isolés.
(d SiX =RetA={n"!:n e N}, alors 0 est un point d’accumulation de A, tandis

que les points n~! sont tous des points isolés.

Les propositions suivantes contiennent des informations utiles sur les adhérences et les
intérieurs des ensembles. Les démonstrations sont laissées comme exercices.
Proposition 2.44. Soit (X, d) un espace métrique et A C X.

(1) Int AC AC Adh(A).

(2) Adh(X — A) = X — Int(A).

(3) Int(X — A) = Ext(A) = X — Adh(A).

(4) Int(A) NExt(A) =

(5) Fr(A) = Adh(4) N Adh(X — A)
Fr(A) = Adh(A) — Int(A)
(4) = Fr(X - 4)
Fr(A) = X — [Int(4) UExt(A)]

Fr(4) estferme

(6) X =1Int(A)U Ext(A)LUFr(A4).

Propriétés de adhérence. Les propriétés suivantes découlent directement des défini-
tions mais sont trés souvent utilisées. Soit (X, d) un espace métrique et A, B C X.

(1) Adh(X) =

(2) Adh(2) =

(3) AC Adh(4);

(4) Adh(A) est un fermé de X ;

(5) Adh(A) est le plus petit fermé de X contenant A4

(6) Si AC FetF estunferméde X, alors AC AdhAC F;

(7) Adh[Adh(A)] = Adh A.

(8) Adh(A) = A si et seulement si A est fermé.

(9) Si A C B, alors Adh(A) C Adh(B).

(10) Adh(A U B) = Adh(A) U Adh(B).
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(11) Adh(AN B) C Adh(4) N Adh(B).

Exemple 2.45.
(1) SiA=(1,2) et B=(2,3), alors
Adh(AN B) = Adh(9) = @, mais Adh(A) N Adh(B) = [1,2] N [2,3] = {2}.
Cela montre qu’en général I'inclusion dans (3) n’est pas une égalité.
(2) SiA=Qet B=R—Q, alors
Adh(AN B) = Adh(@) = @, mais Adh(4) N Adh(B) =RNR =R.

Proposition 2.46. Soit A une partie de U'espace métrique (X, d), alors on a
Adh A = AU {z : z est un point d'accumulation deA} = AU A'.

Démonstration. Posons B = AU {z : x est un point d’accumulation de A} = AU A'.
Puisque A et A’ sont des sous ensemble de Adh A alors B= AU A" C Adh A.
Inversement supposons que = € Adh A. Siz € A alors on a € B. Maintenant si z ¢ A,
alors pour tout € > 0, B(x;€) N A # &. Mais puisque = ¢ A alors [B(z;¢) — {z}]NA # 2.
Donc z est un point d’accumulation de A qui entraine que Adh A C B. Donc on a donc
montrer que Adh A =AU A’ ]
Corollaire 2.47. Une partie A d’un espace métrique X est fermée si et seulement si A’ C A.
Propriétés de l'intérieur. Les propriétés suivantes découlent directement des définitions
mais sont trés souvent utilisées. Soit (X, d) un espace métrique et A, B C X.

1) Int(X)=X;

(2) Int(2) = o;

(3) Int(A) C A;

(4) Int(A) est un ouvert de X ;

(5) Int(A) estle plus grand ouvert de X contenant A4 ;

(6) SiO C AetO estunouvertde X, alors O C Int(A);

(7) Int[Int(A)] =Int A;

(8) Int(A) = Asi et seulement si A est ouvert;

(9) Si A C B, alors Int(A) C Int(B);
(10) Int(AU B) D Int(A) U Int(B);
(11) Int(AN B) = Int(A) NInt(B).

Exemple 2.48.
(1) SiA=[1,2] et B=(2,3), alors
Int(AU B) =1Int[1,3) = (1, 3), mais Int(A4) UInt(B) = (1,2) N (2, 3).
Cela montre qu’en général I'inclusion dans (2) n’est pas une égalité.
(2) SiA=RetB=R—Q, alors
Int(AU B) = Int R = R, mais Int(4) UInt(B) = @.
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Définition 2.49. Soit (X, d) un espace métrique et £ C X.
(a) On dit que E est dense dans X si Adh F = X.
(b) On dit que (X, d) est séparable s’il contient un sous-ensemble dénombrable et dense.
Proposition 2.50. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(a) E est dense dans X.
(b) AdhF = X.
(c¢) X est le seul sous-ensemble fermé contenant E.
(d) Tout ouvert non vide de X contient au moins un point de E.
(e) Pourtout x € X, et tout r > 0, B(z,r) N E # @.

(f) Pour tout x € X, il existe une suite (x,,) € E telle que x,, — .

Exemple 2.51.
(a) Chaque espace métrique est dense dans lui méme.
(b) QetR\ Q sont dense dans R.
(c) R est séparable, car Q est dénombrable et dense.

(d) L’ensemble de tous les vecteurs de R™ dont les coordonnées sont rationnels est dense
et dénombrable dans R". Donc R" est séparable.

(e) Si (X,0) est un espace métrique discret, alors le seul sous ensemble dense de X est
X lui méme. En fait, si E est dense dans (X, d), alors B(z;1/2) N E # &, mais par
la définition de la distance discréte on a (x;1/2) = {z}.

2.7 Nouveaux espaces a partir d’existants espaces

Dans cette section on montre comment obtenir de nouveaux espaces métriques a partir
d’existants espaces métriques.

Sous-espace métrique

Supposons que (X, dx ) est un espace métrique donné. Si A est un sous-ensemble non vide
de X, considérons la restriction d4 de dy a A. Pour tout z,y € A,da(z,y) = dx(z,y). La
métrique d 4 est appelée la métrique induite . Alors (Y, d4) est aussi un espace métrique et
que l'on appelle un sous-espace métrique de (X, dy). On notera cela (A4,d4) C (X,dx).

Comme exemple spécifique nous pouvons prendre X = R et A = [0, 1] avec la distance
usuelle. On peut générer de cette facon une infinité de sous espace métriques.

Attention! Il est important lors de la discussion des sous-ensembles ouverts et fermés
d’étre conscient de I'univers ol on travail. Quand (X, dx) est un espace métrique et A C
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X, alors (A, dy4) est également un espace métrique. Pour dire que nous avons un ensemble
ouvert O dans (A, d4) ne veut pas dire que O est ouvert dans (X, dx).

Considérons (R, | - |) avec la distance usuelle et le sous-espace métrique (A, d4) ou A est
Iintervalle A = [1,5).
(a) Noter que [1,3) = [1,5) N (0,3) = AN (0,3), donc [1, 3) est un ouvert dan (A4,d,),
mais [1, 3) n’est pas un ouvert dans (R, d).

(b) Noter que [4,5) = [1,5) N [4,7] = AN [4,7], donc [4,5) est un fermé dans A, mais
n’est pas un fermé dans R.
(c) Puisque [4,5) est fermé dans A, alors Adh[4,5) = [4,5) dans A, mais Adh[4,5) =

[4,5] dans R.

Sia € Aetr > 0,laboule ouverte dans (A, dy4) est le sous-ensemble
By, (a,r) ={x € A:da(a,z) <r} = AN Bay(a,r)
Il est possible que cet ensemble ne soit pas un ouvert dans (X, dx).

Par exemple si X = R et A = [0, 2] la boule ouverte centrée en O et de rayon 1 dans A est
égale a:

By, (0,1) ={a € A:da(0,a) <1} = AN By, (0,1) =[0,2] N (=1,1) = [0, 1)

qui un ouvert dans (4, d4) mais ne l'est pas dans (X, dx).
Un autre exemple est la boule centrée en 2 et de rayon 1 dans (A, d4) qui est égale a :

By, (2,1) ={a€ A:da(2,a) <1} = AN By (2,1) = 0,2 N (1,3) = (1, 2.

Remarque. Il faut retenir des exemples précédents que les notions d’ouverts, fermés, adhé-
rence, voisinages ne sont pas intrinséques mais dépendent de la distance de I'espace am-
biant.

Proposition 2.52. Soit (A, d4) un sous-espace métrique de (X,dy) et G C A C X.
(a) G est un ouvert de A si et seulement s’il existe un ouvert O de X tel que G = AN O.

(b) G est un fermé de A si et seulement s’il existe un fermé F de X tel que G = AN F.

Démonstration.

(a) Suffisance : Soit O un ouvert de (X,dyx) et posons G = AN O. Alors, pour tout
z € O, il existe r > 0 tel que B(z,r) C O, d'ou

B(x,r)NACONA=G.
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Donc G est un ouvert de (A4,dy).

Nécessité : Soit G ouvert dans A. Alors pour z € G il existe r, > 0 tel que B(z,r,)N
A C G. Posons

0= U B(z,rs)

zeG
O estouvertdans X etONA=0G.

(b) La démonstration est similaire a celle dans (a).

En utilisant la proposition précédente on a le résultat suivant.

Corollaire 2.53. Si A est la collection des ouverts de (X, d), et A C X, alors
PBa={ANO0:0¢c A}

est la collection des ouverts de (A, d ).

Remarque : Si A est un ouvert de X alors pour tout ouvert O de X, G = ANO est ouvert
A et dans X a la fois. On peut donc avoir le résultat suivant.

Proposition 2.54. Soit (A, d4) un sous-espace métrique (X, d). Pour que tout ouvert (resp.
tout fermé ) de A soit un ouvert (resp. un fermé) de X il faut et il suffit que A soit un ouvert
(resp.un fermé) de X.

Produits d’espaces métriques

Rappelons que le produit cartésien de deux ensembles X; et X, est défini comme X; x
Xy = {(fEl,Iz) 1x] € Xl,IQ (S XQ}.

Définition 2.55. Soient (X,dy), (Y, dy) deux espaces métriques, alors si
Z = X x Y on peut définir un nouvel espace métrique (Z,dz) en laissant

dl(z1,91), (22, y2)] = dx (21, 22) + dy (y1,92)

pour tout z1,x2 dans X et y;,y2 dans Y.

On peut définir la distance d’une autre maniére, comme par exemple
dl(z1,31), (2, y2)] = max{dx (z1, z2), dy (y1,92)}

Cette métrique est appelée métrique produit.
On verra plus tard que ces deux distances sont équivalentes.

Proposition 2.56.

(a) Si G, est ouvert dans X;,i = 1,2 alors G1 x G4 est ouvert dans X; x Xs.
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(b) Si F; est fermé dans X;,i = 1,2 alors Fy x F; est fermé dans X1 x Xo.

(c) Si G est ouvert dans X, x Xy, alors il existe r > 0 tel que B(x1,7) X By(x2,7) C G.

Démonstration.

(a) Si (z1,22) € G1 x Gy, alors pour i = 1,2 soit r; > 0 tel que B(z;,r;) C G;. 1l se
découle que si r = min{ry,ra}, alors B((x1,z2);7) C G1 X Ga.

(b) (X1 x Xo)\ (F1 x F2) = [(X1\ F1) x Xo] U [X; X (X2 \ F>)], qui ouvert a partir de
(a) car c’est la réunion de deux ouverts.

(c) Soit € > 0 tel que B((z1,22);€) € G. Sion choisi 0 < r < €/2 on aura le résultat
désiré.
]
Corollaire 2.57.
(a) Tout produit de deux ouverts de R est un ouvert de R2.
(b) Tout produit de deux fermés de R est un fermé de R>.

Exemple 2.58. On a vu que R, &, (a,b),a,c0) et (—oo,b) sont des ouverts de R. Alors,
R?, @, (a,b) x (¢, d), (a,00) x R, R x (a,00) et (—oo, b) sont des ouverts de R?.

Remarque. Soient (X,dy) et (Y,dy) deux espaces métriques, ABx est la collection de tous
les ouverts de X, Ay est la collection de tous les ouverts de Y, alors

%Z:{UxXUy:Uxe%)(.,UyG;%y}

est la collection de tous les ouvertsde Z = X x Y.
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2.8 Exercices

1. Soit X =R", z = (z1,22,...,2,) ety = (y1,Y2,...,yn) on définie :
n
di(z,y) =D | — yil,
i=1

n 1/2
da(z,y) = [Z(M - 1/1)2} )

i=1
doo(7,y) = e lzi — vl
(a) Vérifier I'inégalité triangulaire pour les distances d;, ds et d -
(b) Si X = R? dessiner les boules unitaires ouvertes B((0,0),1) pour dy, ds et dyo.
2. Si P = (z1,y1) et Q = (x2,y2) sont deux points quelconque dans R%, montrer que :
D) di(P,Q) > d2(P, Q) > doo(P, Q).
(2) di(P,Q) < V2d2(P,Q)
(3) d2(P, Q) < V2du(P,Q).
3. Les quelles de ces fonctions sont des distances sur R ?
@ d(z,y) = |a* - 7|
b) d(z,y) = |2° — |
() d(z,y) = |z — 2yl
(d) d(z,y) = |arctanx — arctany|
(e) d(z,y) =e€"Y

1 si z#y
0 si x=y

4. Montrer que ¢ (z,y) = { est une distance sur R

b
5. Soit X = Cla,b].di(f.g) = / F(8) = g(0)|dt et duclf,9) = max |7(2) — g(0)]
Montrer que :
(@) (X,d;) et (X,do) sont des espace métriques.
(b) di(f,9) < (b—a)do(f,9)-
6. Soit X = {a,b} et d telle que d(a,a) = d(b,b) = 0, d(a,b) = d(b,a) = r ol r est un
réel positif. Montrer que (X, d) est un espace métrique.

7. Soit X un ensemble et d telle que d(x,z) = 0 pour tout z € X, d(z,y) = d(y,z) =
r € [1,2] si z # y. Monter que (X, d) est un espace métrique.

8. Soit X un ensemble et d telle que d(z,x) = 0 pour tout z € X, d(z,y) #0siz # vy
et d(z,y) + d(y, z) > d(z, z). Montrer que (X, d) est un espace métrique.

9. Soient x1, 2, ...,z, des point de 'espace métrique (X, d). Montrer que

d(z1,2,) < d(z1,22) + d(22, 23) + - - + d(Tn—1, Tn)-
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10. Soient z,y, z,t des point de I'espace métrique (X, d). Montrer que
ld(z,y) — d(z,1)| < d(z,z) + d(y. 1).

11. Soit f(z) une fonction continue définie pour tout = > 0 telle que :

f(0)=0,f(x) >0, f'(x) > 0et f(z +y) < f(x) + f(y).
Montrer si (X, d) est un espace métrique, alors (X, f(d)) est aussi.

12. Montrer si (X, d) est un espace métrique, alors (X, f(d)) est aussi.

@ fa)=vz
. x
®) f(z) = Tra
(© f(z) = min{l,z}
13. Monter l'inégalité de Minkowski, si (z1, -, zy), (y1,- - ,yn) € R", alors

1/2 n 1/2 n 1/2
i=1

i=1

{Z(ﬂﬂi +ui)?

i=1

14. Dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

o] <5 (]

montrer que I'égalité est vraie si et seulement si les vecteurs z et y sont linéairement
dépendants (y = kx).

15. Si (X, d) est espace métrique, monter que

d(z,y)
1+d(z,y)

d'(a,y) =
est une métrique sue X.
16. Pour z € R", A, B C R" on défini :
d(z,A) = inf d(z,a),d(A,B) = inf d(a,b),diam(A) = d(a,b
(@, 4) = inf d(z,a),d(A,B) = inf d(a,b),diam(4) oy (a,b)
(a) Trouver d(0,R — Q), d(V3,Q), d(0, (2,4]).
() SiA={(z,y) €R*: 2y =1} et B = {(z,y) € R?: y = 0}, calculer d(4, B).
(c) Quel est diam([0,1) N Q) et diam([—2,1) "R — Q)
17. Soient A et B de parties bornées d’'un espace métrique (X, d). Monter que diam(A U
B) < diam(A) + diam(B) + d(A, B).
18. Soient (X, dx), (Y, dy) deux espaces métriques. On définied : X x Y — R par :

d[(z1,91), (w2, y2)] = dx (21, 72) + dy (y1,92)
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pour tout 1,z dans X et y1,y2 dans Y. Montrer que d est bien une distance.

19. Soient X =R z € R et § (z,y) = { Lostzdy
0 si z=y
(a) Montrer que ¢ est une distance sur R2.
(b) Trouver la boule ouverte B(zg,r) quand r < 1, etr > 1.
(c) Trouver la boule fermée By (zo,r) quand r < 1, et r > 1.
(d) Trouver la sphere S(zg,r) quand r = 1, et r # 1.
20. Soit (X, d) un espace métrique quelconque.
(a) Estce que B(z,71) = B(z,rs) implique 71 =19 ?
(b) Est ce que B(x1,r) = B(za,r) implique z1 = x2?

21. Soient z,y des point de I'espace métrique (X, d) tels que « # y. Soit r = d(z,y)/3,
montrer que B(z,r) N B(y,r) = @.

22. Montrer que A C X est ouvert si et seulement si X — A est fermé.

23. Soit (X, d) un espace métrique et A C X. Montrer que alors A est ouvert dans X si
et seulement si A est 'union de toutes les boules ouvertes contenues dans A.

A= U{B(a,r) : B(a,r) C A,a € A}.

24. Montrer les propriétés de ’adhérence suivantes. Soit (X, d) un espace métrique et
A BCX.

(1) Adh(X) =X.

(2) AC Adh(A).

(3) Si AC F et F estun fermé de X, alors Adh A C F.
(4) Adh(A) est un fermé de X ;

(5) Adh(A) est le plus petit fermé de X contenant A ;
(6) Adh[Adh(A)] = Adh A.

(7) Adh(A) = A si et seulement si A est fermé.

(8) Si A C B, alors Adh(4) C Adh(B).

(9) Adh(AU B) = Adh(A) U Adh(B).

(10) Adh(A N B) ¢ Adh(A) N Adh(B). Donner un contre exemple pour l'autre
inclusion.

25. Montrer les propriétés de l'intérieur suivantes. Soit (X, d) un espace métrique et
A BCX.

(1) Int(X) = X.
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26.

27.

28.
29.

30.

31.

32.

33.

(2) Int(A) C A.
(3) Int(A) est un ouvert de X.
(4) SiO C AetO estunouvert de X, alors O C Int(A).
(5) Int(A) estle plus grand ouvert de X contenant A.
(6) Int(Int(A)] = Int A.
(7) Int(A) = Asiet seulement si A est ouvert.
(8) Si A C B, alors Int(A) C Int(B).
(9) Int(AUB) D Int(A)UInt(B). Donner un contre exemple pour 'autre inclusion.
(10) Int(AN B) =Int(A) NInt(B).
Soit A une partie d’un espace métrique (X, d). Montrer que
(1) X —Int A= Adh(X — A)
(2) AdhA =X\ [Int(X \ A)]
(3) Int A =X\ [Adh(X \ A)]
(4) Fr A= Adh A\ Int A.
(5) Adh[Adh A] = Adh A.
(6) Int(Int A] = Int A.
Soient Aq,..., A, C X. ’
(a) Montrer que Adh[LnJ Ai] = O Adh Ay,
(b) Montrer que (a) n’gtlpas Vrakizlpour des réunions infini.
Si A est ouvert, est-il vrai que A = Int(Adh(A))?

Soit (X, d) un espace métrique et A une partie de X. Montrer que z € Adh A si et
seulement si il existe une suite (), dans A tel que d(z, z,) — 0.

Montrer que les sous-ensembles suivants sont fermés dans R.
11

@ [a,0] () (=00,0] ({1} D{1,5.5,...}
Montrer que les sous-ensembles suivants sont fermés dans R.

(2) Le disque fermé {(z,y) € R? : 22 +y? < 1}.

(b) Le rectangle fermé {(z,y) € R>:a <2 < b,c <y < d}.

© A={(z,y) eR?: 2 <a,y>b}
Soit X = [0,2]\ {1} un sous ensemble de R. Montre que le sous-ensemble [0,1) C X
est a la fois ouvert et fermé dans X.
Soit A une partie d’'un espace métrique (X, d).

(a) Montrer que si A est ouvert, I'intérieur de Fr(A) est vide ; ce résultat reste-t-il

vrai avec A fermé ? avec A quelconque ?

(b) Montrer que A est ouvert si et seulement si AN Fr(A) = .
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(c) Montrer que A est fermé si et seulement si Fr(A) C A.
(d) Montrer que A est a la fois ouvert et fermé si et seulement si Fr(A) = @.
(e) Montrer que Fr(Adh A) C Fr(A) et Fr(Int A) C Fr(A4). Donner un exemple
dans R ot ces trois ensembles sont distincts.

34. Pour chacune des parties de R ci-dessous, déterminer : Adh A4;,Int A;, Fr A;,Is A;
(points isolés) et A} (points d’accumulations)

A= (—00,0)U(0,2) U{4,7}, Ay = Z, A3 = Q, Ay = {(-1)* +1/2" : k e N}

35. (a) Montrer que si Ay, ..., A, sont des sous-ensembles de X, alors

n n
Int (ﬂ Ak> = m Int Ay
k=1 k=1
(b) Montrer que (a) n’est pas vraie pour des intersections infini.

36. Soit A une partie d’'un espace métrique X. Montrer que les propositions suivantes

son équivalentes :
(a) z estun point d’accumulation de A.
(b) Tout voisinage V de x contient une infinité de points de A
() € Adh(A — {z}).

37. Sipour k = 1,2, Ay est un sous-ensemble dense de l'espace métrique (Xy,dy),
montrer que A; X A, est dense dans X; x Xs. Donc le produit d'un nombre fini
d’espace séparables est séparable.

38. Monter qu'un ouvert d’'un espace métrique est ouvert si et seulement si c’est une
union de boules ouvertes.

39. Si A est une partie de I'espace métrique X, montrer que

Int A = {x : dist(z, A°) > 0}.
Pouvez-vous donner une caractérisation analogue de Fr A ?
40. (a) Si A C X, montrer que x € Adh A si et seulement si x est soit un point
d’accumulation de A ou un point isolé de A.
(b) Montrer que si une partie de X n’a pas de points d’accumulation, elle est fer-
mée.
(c) Donner un exemple d’'une partie infinie de R qui n’a pas de points d’accumula-
tion.

41. Montrer que z € Adh A si et seulement si il existe une suite (z,) de points de A, tel
que z, — .

42. Soient A et B de parties bornées d’un espace métrique X.

(a) Monter que diam(A) = diam(Adh A).
(b) Monter que diam(A U B) < diam(A) + diam(B) + d(A, B).
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3. Continuité sur les espaces métriques

Le concept de continuité d’une fonction est I'un des concepts fondamentaux en analyse.
Nous allons étendre ce concept des fonction numériques f : X — R vu dans le cours
d’analyse élémentaire aux fonctions entre deux espaces métriques f : (X,dx) — (Y,dy).
La définition de la continuité des fonctions d’une variable réelle est en effet un cas tres
spéciale de la continuité sur les espaces métriques. On établira que les ouverts (fermés)
des espaces métriques vus dans le chapitre précédent jouent un grand réle primordiale
dans la continuité des fonctions entres ces espaces métriques. On verra que sur certains
espaces métriques toute fonction est continue.

3.1 Continuité ponctuelle, séquentielle et globale

La continuité ponctuelle est la continuité en un point du domaine de f. Si X C R et
Y = R alors f : X — R est une fonction numérique. La définition de la continuité
ponctuelle pour les fonctions numériques d’une seule variable vue en analyse élémentaire,
est donnée par la définition suivante.

Définition 3.1. On dit que f : X — R est une fonction continue au point a € X si

lim f(z) = f(a),

Tr—a
autrement dit, pour tout ¢ > 0 il existe § > 0 tel que si |z — a| < 4, alors |f(a) — f(z)| <e.

La généralisation de la continuité ponctuelle entre espaces métriques arbitraires est don-
née par la définition suivante.

Définition 3.2. On dit que f : (X, dx) — (Y, dy) est continue au point a € X si
pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que si dx (z,a) < §, alors dy (f(z), f(a)) < e.

Proposition 3.3. Soit f : (X,dx) — (Y,dy) et a € X, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) f est continue au point a € X.

(2) Pour tout e > 0 il existe § > 0 tel que si dx(z,a) < 9§, alors dy (f(x), f(a)) <e.

(3) Pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que f(Bgy (a,0)) C Ba, (f(a),e€).

(4) Pour tout voisinage V de f(a) il existe un voisinage U de a tel que f(U) C V.
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Définition 3.4. On dit que f est séquentiellement continue en a si pour toute suite (z,,)
de X telle que x,, — a alors la suite (f(z,)) est telle que f(z,) — f(a).

Le résultat suivant montre que sur les espaces métriques, la continuité séquentielle est
équivalente a la continuité ponctuelle.

Proposition 3.5. f : (X,dx) — (Y,dy) est continue en x = a si et seulement si lorsque
2y, — a dans X, alors f(z,) — f(a) dans Y.

Démonstration. Supposons que f est continue en z = a et ,, — a dans X. Puisque f
est continue en z = a alors pour € > 0 il existe 6 > 0 tel que si dx(z,a) < ¢ alors
dy (f(a), f(x)) < e. Puisque z,, — a, soit N > 1 tel que dx(z,,a) < 6 quand n > N. Donc,
dy (f(zy), f(a) < e quand n > N. Puisque € est arbitraire, il s’en suit que f(z,) — f(a).

Pour montrer la réciproque, supposons que f n’est pas continue en z = a. Il existe ¢ > 0 tel

- . 1 .
que pour tout . > 1 il existe au mois un x,, avec dx (xn,a) < —, mais dy (f(zy), f(a)) > €.
n
Cela veut dire que z,, — a, mais { f(z,)} n’est pas convergente vers f(a). |

Nous n’allons pas passer beaucoup de temps a étudier les fonctions continues a un seul
point, mais nous aurons beaucoup a dire sur les fonctions continues sur 'espace métrique
entier c.ad. continuité globale.

Définition 3.6. f: (X,dx) — (Y,dy) est dite continue sur X, si elle est continue en tout
point = de X.

Proposition 3.7. Si f : (X,dx) — (Y,dy), alors les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) f est continue sur X.

(2) Si O est un ouvert de (Y, dy), alors f~1(0) est un ouvert de (X, dx).

(3) Si F est un fermé de (Y, dy), alors f~(F) est un fermé de (X, dx).

Démonstration. (2) <= (3) parce que
FUY —0) =X — fHO) et fNY — F) = X — fM(F).

(1) = (2). Soita € f*I(O) alors f(a) € O, et puisque O est ouvert, il existe ¢ > 0 tel
que la boule ouverte By, (f(a),€) C O qui entraine que f~(By, (f(a),€)) C f~1(0).
D’autre part puisque f est continue, alors pour tout e > 0 il existe 6 > 0 tel que
f(Bay (a,8)) C Bay (f(a),e¢), qui entraine que By, (a,d) C f~1(Bg, (f(a),¢)). En d’autres
termes,

Bay (a;8) C £ (Bay (f(a),€)) C £71(0).

Donc f~1(O) est ouvert.
(2) = (1).Sia € X ete> 0, alors By, (f(a), ) est un ouvert dans (Y, dy ) ; donc par (2)
on a que f~!(Bq, (f(a);€)) est un ouvert dans (X, dy) qui contient a. Ce qui montre qu'il
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existe § > 0 tel que By, (a,0) C f~(Bay (f(a),€)) = f(Bay(a,6)) C B, (f(a),e) et donc
f est continue au point a d’apres proposition (3.3) . ]

Exemple 3.8.

(1) La fonction constante R — R définie par f(z) = ¢ € R est continue.
On a seulement deux cas. Si ¢ € U alors f~}(U) = R sinon f~}(U) = & et les deux
des ouverts de R.

(2) La fonction identité (X, dx) — (X, dx) définie par f(z) = 2 € X est continue.
Si U est un ouvert de X alors f~1(U) = U est évidement un ouvert de X.

(3) Si(X,0) estun espace métrique discret et (Y, dy ) est un espace métrique quelconque
alors tout fonction f : (X, ) — (Y, dy) est continue.
On a vu que toute partie de (X, ) est ouverte et puisque si U est un ouvert de Y,
f~HU) est une partie de (X, 4) alors f~1(U) est ouvert dans (X, d).

(4) Si (X,0) est un espace métrique discret, les seules fonctions f : (R,d) — (X,0)
continues sont les fonctions constantes.
Tout singleton {z} de (X,4) est ouvert donc si f est f~1{z} est ouvert dans (R, d)
donc doit étre un intervalle (a,b). Cela entraine que I'image de tout intervalle est un
singleton. Donc f(R) = {c}.

(5) (X,d) est un espace métrique, a € X, f : X — R définie par f(z) = d(z, x¢), alors f
est continue et | f(z) — f(y)| < d(z,y).

Attention. Soit f : (X,dx) — (Y, dy) une fonction continue.

Si U est un ouvert de X alors f(U) n’est pas nécessairement ouvert dans Y.

Si F est un fermé de X alors f(F') n’est pas nécessairement fermé dans Y.

Autrement dit, I'image continue d’un ouvert (fermé) n’est pas nécessairement un ouvert
(fermé).

(1) Considérons f : R — R définie par f(z) = 0 pour tout = € R. Alors, si U est un
ouvert de R on a f(U) = {0} qui n’est pas ouvert dans R.

(2) La fonction f : R — R définie par f(z) = sin(z) est continue sur R, mais f(R) =
[—1,1] n’est pas un ouvert de R.
(3) La fonction f : R — R définie par f(z) =

(0, 1] n’est pas un fermé de R.

I +1x2 est continue sur R, mais f(R) =
Exemple 3.9. Soit f : R — R définie par f(0) = 1 et f(x) = z, si = # 0. Evidement cette
fonction n’est pas globalement continue dans R. Pour le montrer on doit trouver un ouvert
O de R tel que f~1(O) n’est pas ouvert. Soit O = (1/2,2) alors f~}(0) = (1/2,2) U {0}
qui n’est pas ouvert dans R.

Définition 3.10. Soit f : (X,dx) — (Y, dy), alors on dit que :
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(1) f estune application ouverte si I'image directe de tout ouvert de X est un ouvert
dans Y. Si U C X est ouvert alors, f(U) est ouvert dans Y,

(2) f est une application fermée si 'image directe de tout fermé de X est un fermé
dans Y. Si F C X est fermé alors, f(F') est ouvert dans Y.

Exemple 3.11.

(1) Application ouverte mais pas fermée : Considérons f : R — R définie par f(z) =
e® est ouverte car f((a,b)) = (e% €®). Si U est ouvert alors f(U) est ouvert dans
(0, 00) et puisque (0, 0o) est ouvert dans R, alors f(U) est ouvert dans R. Cependant
f(R) = (0,00) n’est pas fermé donc f n’est pas fermée. Donc f(z) = e est une
application continue, ouverte mais elle n’est pas fermée.

(2) Application fermée mais pas ouverte : Considérons la fonction constante g : R —
R définie par g(z) = ¢ € R. Si F est fermé dans R alors g(F') = {c} est fermé dans
R aussi. Cependant si U est ouvert alors g(U) = {c} n’est pas ouvert dans R. Donc
g(x) = c est une application continue et fermée mais n’est pas ouverte.

(3) Application ni ouverte ni fermée : Considérons la fonction constante i : R — R
définie par h(z) = Tlgﬂ On a h(R) = (0,1], donc h est une application continue
mais n’est ni fermée ni ouverte.

(4) Application ouverte et fermée : Considérons la fonction constante ¥ : R — R
définie par k(z) = Idr(z) = x. On a h(U) = U pour tout U C R. Donc h est une
application continue ouverte et fermée.

(5) Application ouverte mais non continue : Considérons la fonction f : (R,d) —
(2,0) définie par f(x) = |z]. Toute partie de (Z,J) est ouverte, alors f est ouverte.
Cependant f~({0}) = [0,1) qui n’est ni ouvert ni fermé dans (R, d).

Remarque. Une application directe de la proposition 3.7 nous donne :
f est continiue < f~! est ouverte < f~! est fermée

Proposition 3.12. Soit f : (X,dx) — (Y, dy) une application bijective. Alors, f est ouverte
si et seulement si f est fermée.

Démonstration. Si f est ouverte et F' C X est fermé, alors F = X — O ou O C X est
ouvert et f(F) = f(X)— f(O) =Y — f(O) qui est fermé dans Y. Méme argument pour la
réciproque. | |

Le théoreme suivant donne les différentes caractérisations de continuité sur les espaces
métriques. Les trois premiéres ont été démontrées dans la proposition précédente et le
reste est laissé comme exercices.

Théoreme 3.13. Soient X,Y deux espaces métriques et f : X — Y. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :
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(1) f est continue.

(2) Pour tout voisinage V de f(x) il existe un voisinage U de x tel que f(U) C V.
3) f’l(O) est ouvert dans X pour tout ouvert O de Y.

4) f7Y(F) est fermé dans X pour tout fermé F de Y.

(5) f(Adh A) C Adh[f(A)] pour toute partie A de X.

(6) f~(Int B) C Int f~1(B) pour toute partie B de Y.

(7) Adh ! (B) C ! (Adh B) pour toute partie B de Y.

Proposition 3.14. Si (X, d) est espace métrique et A C X, alors pour tout z,y € X,
[ dist(z, A) — dist(y, 4)| < d(,y).

Démonstration. Sia € A, alors d(z,a) < d(z,y) + d(y, a).
Ainsi, en prenant le infimum pour tout a dans A nous obtenons

dist(z, A) < inf{d(z,y)+d(y,a) :a € A}
< d(z,y) + dist(y, A) donc
d(z,y) > dist(z, A) — dist(y, A)

En inversant les roles de x et y nous obtenons

dist(y, A) < inf{d(y,z) +d(y,a):a € A}
< d(z,y) + dist(z, A) donc
—d(z,y) < dist(z, A) — dist(y, A)

d’oli nous obtenons l'inégalité | dist(z, A) — dist(y, 4)| < d(z,y). u

Corollaire 3.15. Soit A C X, alors f : X — R définie par f(x) = dist(x, A) est une fonction
continue.

Maintenant, on combine des fonctions continues pour générer des exemples de nouvelles
fonctions continues. Nous supposerons que le lecteur est déja familier avec la continuité
des différentes fonctions rencontrée dans le cours d’analyse élémentaire.

Nous avons le résultat suivant, qui est une extension des résultats vus dans le cours d’ana-
lyse pour les fonctions numériques. La démonstration peut se faire facilement en utilisant
proposition 3.5.

Proposition 3.16. Si (X, d) est espace métrique et f,g : X — R sont des fonctions continues,
alors les fonctions suivantes sont aussi continues ;

@+a @0 @l @ (L)sgzo
La derniere proposition est un moyen de combiner des fonctions continues pour obtenir

une autre fonction continue. Un autre moyen est d’utiliser la composition de fonction.
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Proposition 3.17. Si f : (X,dx) — (Y,dy),g : (Y,dy) — (Z,dz) sont des fonctions
continues, alors la composée go f : (X,dx) — (Z,dz) définie par (g o f)(z) = g[f(x)] est
aussi continue.

Démonstration. Soit U un ouvert de Z, alors
(go /)7 U) = Mg (U)).

Puisque g est continue g~ (U) est ouvert dans Y. De méme f est continue f~![g~(U)] est
ouvert dans X. Ce qui montre que (g o f) est continue. |

Proposition 3.18. Soit (X, dy) un espace métrique et A C X. Alors linjection canonique
i: (A, da) — (X,dx) définie par i(a) = a pour a € A, est continue. De plus i est ouverte
(fermée) si et seulement si A est ouvert (fermé).

Démonstration. Soit O un ouvert de X, alors i~1(0O) = O N A qui est ouvert dans (A4, d)
donc i est continue. Soit 7 ouverte et U un ouvert de A alors i(U) = U = O N A est ouvert
dans X si et seulement si A est ouvert dans X. |

Proposition 3.19. Soient f : (X, dx) — (Y, dy) une application continue, A C X et f(X) C
B C Y. Alors les restriction suivantes sont continues.

1) g=fla: (A da) = (Y,dy).

@ h=f":(X,dx) — (B,dp).

@) k=& (X, dx) = (F(X), dfx))-

Démonstration.

(1) g = fla = f oioui est I'injection canonique de A dans X, i : A — X.gestla
composée de deux fonctions continues, donc g est continue.

(2) h = io f ol i est I'injection canonique de f(X) dans B, i : f(X) — B.gestla
composée de deux fonctions continues, donc h est continue.

(3) Cas spécial ot B = f(X).

1 sizeQ
0 siz¢Q

La fonction f est discontinue en tout point 2 € R. Mais, la restriction f|gp : Q — R est

Attention. Soit f : R — R telle que f(z) = 1g(z) = {

une fonction constante égale a 0, est donc continue. Donc le fait que f n’est pas continue
n’'implique pas que la restriction de f n’est pas continue aussi.

Proposition 3.20. Soient (X,dx) et (Y, dy) deux espaces métriques et Z = X x Y muni de
la distance produit. Alors, les projections px : X XY — X et py : X X Y — Y définies par
px(z,y) =z et py(x,y) =y sont continues et ouvertes.
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Démonstration. Soit U un ouvert de X, alors p!(U) = U x Y qui est ouvert dans X x Y.
Si U un ouvert de X et V est un ouvert de Y alors px (U x V) = U est un ouvert dans X,
donc py est une application ouverte. Méme chose pour py. |

Proposition 3.21. Soit (A,d4) un sous-espace métrique de (X,dy), et soit i : A — X
Uinjection canonique. Supposons que g : (Z,dz) — (A,da) est une fonction. Alors, g est
continue si et seulement siiog: (Z,dz) — (X, dx) est continue.

Démonstration.

(=) Si g est continue alors i o g est continue car c’est la composée de deux fonctions
continues.

(<) Supposons que i o g est continue. Si V' est ouvert de A alors V = U N A ou U est un
ouvert de X. Alors

g (V) =g ' (UNA) =g (i7" (U)) = (iog) (V)
qui est ouvert dans Z par continuité de i o g. Donc g est continue. |
Théoreme 3.22. Soient X,Y et W des espaces métriques. Alors, f : W — X xY est continue

si et seulementsipx o f : W — X et py o f : W — Y sont continues.

Démonstration. Si f est continue, alors px o f et py o f sont continues étant les composées
de fonctions continues.

Suppose que py o f et py o f sont continues. On doit montrer que I'image réciproque de
tout ouvert de X x Y est un ouvert de W. Si U, V sont de ouverts de X, Y respectivement,
alors U x V est un ouvert de X x Y. En outre

UxV=UxX)N(VxY)=p(U)Np (V).
Alors,

FHUXV) = O) N ey (V) = (ox o H)HU) N (px 0 )7 (U)
qui est un ouvert étant I'intersection de deux ouverts, car px o f et py o f sont continues.

Donc f est continue. ]

Corollaire 3.23. Soit X un espace métrique et A : X — X x X définie par A(z) = (z,x).
Alors, A est continue.

Démonstration. (px o A)(z) = px(z,2) = = 1x(x) qui est continue et (py o A)(z) =
px(z,z) =z = 1x(z) qui est continue. Donc par théoréme 3.22 A est continue. |

Proposition 3.24. Soient X et Y des espaces métriques et xo € X,yo € Y.

Siig, : Y — X x Y est définie par iy, (y) = (xo,y), alors iy, est continue.
Siidy, : X — X XY est définie par iy, (x) = (z,y0), alors iy, est continue.
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Démonstration. (px o iy,)(x) = px(z,y0) = = 1x(x) qui est continue et (py o iy, )(z) =
px(x,y0) = yo est constante qui est continue. Donc par théoréme 3.22 i, est continue.
|

Proposition 3.25. Soient X,Y et W des espaces métriques et f : X x Y — W continue.
Alors, pour tout o € X,yo € Y les applications y — f(zo,y) et z — f(z,yo) sont continues.

Attention ! La réciproque est fausse. Soit f : R? — R définie par :

zy

f(z,y) = 222 si (2,y) # (0,0)
J 9 e - 0

, sinon

les applications partielles z — f(z,y) et y — f(z,y) sont continues mais f n’est pas
continue en (0,0).

Exemple 3.26.
(1) Soit f : R? — R? définie par f(z,y) = (3z% + 5y, 7xy). Alors f est continue.

En utilisant théoréme 3.22 il suffit de montrer que les projections g(x,y) = 3z + 51>
et h(z,y) = Txy sont continues. (z,y) — z et (x,y) — y sont des projections donc
continues. Donc h(z,y) = 7zy est continue étant le produit de fonctions continues.
De méme 322 et 53> sont continues étant le produit de fonctions continues. Finale-
ment g(x,y) est continue étant la somme de fonctions continues.

(2) La fonction de R" x R" — R" définie par (z,y) — z+y (addition de deux vecteurs)
est continue. INDICATION: Utiliser théoréme 3.22.

(3) Lafonction de R xR" — R" définie par (¢, z) — ¢tz ( multiplication par un scalaire)
est continue. INDICATION: Utiliser proposition 3.5.

Proposition 3.27. Soit (X, dx) un espace métrique alors la diagonale A = {(z,z) : xz € X}
est fermé dans X x X.

Démonstration. On veut montrer que X x X \ A est ouvert. Soit (z,y) € X x X \ A alors
x # y. Puisque X est séparé alors ils existent des ouverts U,V de X telsquez € U,y € V
et UNV = @&. Posons W = U x V, alors W est un ouvert de X x X, (z,y) € W et
W C X x X\ AdoncX x X\ A est ouvert. |

Proposition 3.28. Si f : (X,dx) — (Y, dy) est continue, alors le graphe T'y = {(z, f(x)) :
x € X} est fermé dans X x Y.

Proposition 3.29. Si f,g : (X,dx) — (Y,dy) sont des applications continues, alors l'en-
semble A= {z € X : f(z) = g(x)} est fermé dans X.

Maintenant on utilise corollaire 3.15 pour montrer un trés fameux résultat.

Lemme 3.30 (Lemme de Urysohn). Si A et B sont deux sous-ensembles disjoints et fermés
de X, alors il existe une fonction continue f : X — R possédant les propriétés suivantes :
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(a) 0 < f(x) <1 pourtout x dans X
(b) f(x) =0 pour tout x dans A
(c) f(z) =1 pour tout x dans B

Démonstration. Soit f : X — R définie par

o dist(x, A)
)= dist(z, A) + dist(x, B)
cette fonction est bien définie et satisfait les propriétés voulues. |

Corollaire 3.31. Si F un fermé de X et G est un ouvert de X tels que F' C G, alors il existe
une fonction continue f : X — R telle que :

(a) 0 < f(x) < 1 pour tout z dans X,
(b) f(z) =1 pour tout x € F,
(c) f(z)=0pourtoutz ¢ G.

Démonstration. Utilisons le lemme de Urysohn avec A = X — G et B=F. ]

3.2 Homéomorphisme

Rappelons que si une fonction f : X — Y est bijective, son inverse f~! est une fonction
f71:Y — X bijective aussi. Onaque (fof !)(y) = ypourtouty € Yet(f tof)(z) ==
pourz € X.

Définition 3.32. Soient (X,dy) et (Y, dy) des espaces métriques, et f : X — Y. On dit
que f est un homéomorphisme de X sur Y si

(1) f est bijective,

(2) f estcontinue de X surY,

(3) f~! est continue de Y sur X
Sl existe un homéomorphisme de X sur Y, on dit que X et Y sont homéomorphes ou

bien topologiquement équivalents et on le note par X = Y.
Toute propriété conservée par un homéomorphisme est dite propriété topologique.

Exemple 3.33.

(1) Soit X = (0,1) et Y = (a,b) avec a < b munis de la distance usuelle. La fonction
f:(0,1) = (a,b) définie par la fonction linéaire f(x) = a + (b — a)x est un homéo-
morphisme. La fonction réciproque est f~! : (a,b) — (0,1) définie par la fonction
linéaire f~!(z) = (y — a)/(b — a). Donc (0,1) et R sont homéomorphes.

(2) Soit X = (a,b) avec a < b et Y = R munis de la distance usuelle sont homéo-

+

est
—a x—0b

morphes. La fonction f : (a,b) — R définie par la fonction f(z) =

un homéomorphisme.
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(3) Soit (X, dy) un espace métrique quelconque, alors la fonction identité Idyx : X — X
définie par Idx (z) = = pour tout € X est un homéomorphisme.

(4) La fonction f : [0,00) — [0, 00) définie par f(x) = 22 est un bijection continue et sa
bijection réciproque est f~!(z) = v/z. Donc f est un homéomorphisme.

(5) La fonction f : R — (0,00) définie par f(xz) = e est un bijection continue et sa
bijection réciproque est f~!(z) = Inz. On a vue que f(z) = ¢® est une application
ouverte mais elle n’est pas fermée.

Remarques :
(1) La relation "homéomorple" est une relation d’équivalence.

(2) Si f est un homéomorphisme, I'image réciproque et 'image directe de tout ouvert
est un ouvert.

(3) Si f est un homéomorphisme, 'image réciproque et 'image directe de tout fermé est
un fermé.

(4) Les application f et f ~1 sont ouvertes et fermées.

(5) Un homéomorphisme établit une bijection entre les ouverts (resp. fermés) de X et
ceux de Y.

(6) Une suite x,, — = dans X si et seulement si et seulement si f(z,,) — f(z) dans Y.
(7) Puisque (0,1) ~ R alors la bornitude n’est pas une propriété topologique.

(8) Puisque (0, c0) ~ R alors la fermeture n’est pas une propriété topologique.

Attention! Il est important de noter, cependant, que la continuité de f et 'existence de
l'inverse ne sont pas suffisantes pour conclure que f est un homéomorphisme. La conti-
nuité de la fonction inverse est quelque chose qui doit étre vérifié séparément. Il est en-
tierement possible pour qu'une fonction soit continue et bijective, mais d’avoir un inverse
discontinue. En voici deux exemples.

Exemple 3.34. f:[0,1] U (2, 3] — [0,2] définie par

T 0<z<l1
f@) =

z—1 2<2<3
I est facile de vérifier que f est continue et bijective sur son domaine. Cependant

_ Yy 0<y<1
) =
y+1 1<y<2

n’est pas continue quand y = 1.

Topologie Générale Elémentaire UFAS: El-Bachir Yallaoui



Chapitre 3. Continuité sur les espaces métriques 59

Exemple 3.35. Soit I'identité Id : (R,d) — (R, |- |). Alors, f(z) = Id(x) = z est continue
et bijective, mais f~! n’est pas continue. Considérons A = {z} qui est ouvert dans (R, d),
mais (f~!)(A) = A n'est pas ouvert dans (R, dy).

Proposition 3.36. R est homéomorphe a (—1,1).

Démonstration. La fonction ¢(z) = %H est bijective et continue de R sur (—1,1).
z
Puisque ¢ '(z) = 1 I‘ | on voit que ¢ ' est continue de (—1,1) sur R, alors R est
— |z
homéomorphe a (—1,1). n

Remarque. Puisque R est homéomorphe a (—1, 1), alors la bornitude (le fait qu'un espace
est borné) n’est pas une propriété topologique.

Corollaire 3.37.
(a) R est homéomorphe a (a,b), ott a,b € Ret a < b.
(b) (a,b) est homéomorphe a (c,d), ott a,b,c,d € Reta < b,c < d.

Proposition 3.38. Si f: X — Y et g: Y — Z sont des homéomorphismes alors (g o f) Uest

aussi.

Proposition 3.39. Soit f : (X,dx) — (Y, dy) une bijection. Alors les assertions suivantes

sont équivalentes :
(1) f est un homéomorphisme.
(2) f est une application continue et ouverte.
(3) f est une application continue et fermée.
(4) f~! est une application continue et ouverte.
(5) f~! est une application continue et fermée.
(6) f~! est un homéomorphisme.
(7) J(Adh A) = Adh[f(A)]

Démonstration.

(1) & (2) f~': Y — X est continue est équivalent a dire que pour tout ouvert U C X on
a (f ) Y(U) = £(U) est ouvert.

(2) < (3) Puisque f est une bijection on applique proposition (3.12).

(2) & (4) f continue est équivalent a 'image réciproque de tout ouvert de Y est un ouvert
de X. Mais cela est exactement la définition de f~' ouverte.

(4) < (5) Puisque f est une bijection on applique proposition (3.12).
(1) < (6) évident.

(1) & (7) La continuité de f entraine que f(Adh A) C Adh[f(A)]. Puisque f est fermée
alors f(Adh A) est fermé et f(A) C f(AdhA). De plus on a que on a Adh[f(4)] est le
plus petit fermé contenant f(A) donc f(A4) C Adh[f(A)] C f(AdhA). ]
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Proposition 3.40. Si I C R est un intervalle et si f : I — R est continue et strictement
monotone, alors I et f(I) sont homéomorphes.

Démonstration. On fait la démonstration dans le cas ou I = (a,b). Puisque f est stricte-
ment monotone alors f est injective donc f : I — f(I) est une bijection continue. Puisque

f est ouverte alors f(I) = (c,d) est un intervalle ouvert de R. Mais I = (a, ) est homéo-
morphe a f(I) = (¢, d). ]
Remarque : La proposition reste vraie si I = R.

Proposition 3.41. Supposons que f : (X,dx) — (Y, dy) est une application continue et soit
I(f) = {(z,y) € X xY :y = f(x)} le graphe de f. Alors, g : X — X x Y définie par
g(z) = (x, f(x)) est un homéomorphisme entre X et T';.

Démonstration. Soit h : I'y — X la fonction définie par h(z, f(x)) = . h est une restric-
tion de la projection px : X x Y — X sur I'y qui est continue donc h est continue. De plus

notons que :

(goh)(z, (f(2)) = glh(z, f(2))] = g(x) = (=, f(x))
et
(hog)(x) = hlg(x)] = h[(z, f(2))] = =
qui donne que (goh) = 1r, et (hog) = 1x donc g = h~tet h = gL. Cela entraine que g
un homéomorphisme entre X et I';. | |

Exemple 3.42. R et A = {(z,2?) : = € R} sont homéomorphes car A est le graphe de la
fonction f(z) = 2.
Proposition 3.43. Supposons que f : (X,dx) — (Y, dy) est un homéomorphisme et A C X

tel que f(A) = B. Alors les restrictions, g = fla: A— Beth= flx\a: X\ A=Y \B
sont aussi des homéomorphismes.

Démonstration. La démonstration est laissée au lecteur comme exercice. | |

3.3 Métriques équivalentes

Définition 3.44. Soient d et d’ deux métriques de X.

(1) On dit que d et d’ sont topologiquement équivalentes si 'identité
Id : (X,d) — (X,d) est un homéomorphisme. Il est donc indifférent, topologique-
ment parlant, de travailler avec I'une ou l'autre des distances. En particulier, deux
distances sont topologiquement équivalentes si et seulement si toute suite conver-
gente pour une distance est convergente vers la méme limite pour I'autre distance.

(2) On dit que les distances d et d' sont Lipschitz-équivalentes s’ils existent des
constantes positives h, k tel que pour tout z,y € X,

hd'(z,y) < d(z,y) < kd'(z,y).
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(3) Si X est un espace vectoriel, on dit que les normes N et N’ sont deux normes
équivalentes s'ils existent des constantes h, k > 0 tel que pour tout z € X,

AN'(z) < N(z) < kN'(x).

Définition 3.45. Une application g : R+ — R+ est dite sous-additive si pour tout z,y €
R+ona:

g(z+y) < g(x) +g(y)

Exemple 3.46.

(@ g(x) =l () g(z) = |sinal
(© g(x) =azx+b,b>0 (d) g(z) = arctan(|z|)
(e gz) =In(1+=z),2>0 (Dg(m)zl_"_msz

Proposition 3.47. Si (X, d) est un espace métrique et g : R+ — R+ est une fonction positive,
croissante et concave, alors f(|z|) est sous-additive.

Proposition 3.48. Si (X,d) est un espace métrique et g : R+ — R+ est une fonction
croissante, sous-additive et ne s’annulant qu’en 0, alors (g o d) est une distance sur X.

Corollaire 3.49. Si (X, d) est un espace métrique alors

I d(l’,y)
¢oy) = 1+ d(z,y)

est une distance équivalente a d sur X et d'(z,y) < 1.

Démonstration. Considérons la fonction g(z) = —— pour z > 0. La fonction g possede

1+z
I'hypothése de la proposition précédente. Donc d' (v, y) = H(calji(y)) est une métrique sur
I7 y

d'(z,y)
1—d(z,y)
d(zn,z) — 0 si et seulement si d'(z,,, ) — 0. [ ]

X. Pour 'équivalence des métriques on note que d(z,y) = , donc

Proposition 3.50.

(1) Les métriques Lipschitz-équivalentes sont topologiquement équivalentes

(2) Deux normes sont équivalentes si et seulement si leurs distances correspondantes sont
équivalentes.

(3) Sid et d sont équivalentes, alors (X, d) et (X,d") ont la méme topologie.

Exemple 3.51.
(1) Dans X =R%’ona

max{ |z — z2|, [y1 — ya|} < |21 — 22| + |y1 — yo| < 2max{[z1 — 22|, [y1 — y2l

donc d; et d sont equivalentes sur R2.
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(2) Généralement si X = R" et dy, ds, d, sont les distances définies dans 'exemple 2.5
alors
doc(‘”-,y) < dQ(xvy) < dl(xvy) < ndOC(Ty)

Donc dy, dy, d, sont des métriques equivalentes sur R".

(3) Si X = R" alors la distance Euclidienne ds et la distance discréte 6 ne sont pas
equivalentes.

(4) Si (X,d) est un espace métrique et d'(z,y) = _d@.y) alors d et d’ sont équiva-
L+d(z,y)

lentes sur X.

3.4 Continuité uniforme

Définition 3.52. Soient (X, d) et (Y, d') deux espace métriqueset f: X — Y.

(a) On dit que f est uniformément continue si pour tout ¢ > 0 il existe 6 > 0 tel que
d'(f(z), f(a)) < e pour tout z,a € X tels que d(z,a) < 4.

(b) On dit que f est k-lipschitzienne si et seulement si il existe £ > 0 tel que pour tout
z,a € X, d (f(2), f(a)) < kd(z,a).

Remarques :

(1) Quelle est la différence entre continuité et continuité uniforme ?
Dans la définition de la continuité en un point zg, le § dépend de z,. Dans la dé-
finition de la continuité uniforme, ce 6 ne dépend plus de zy. Il est le méme quel
que soit zy dans X. Cette uniformité fait des fonctions uniformément continues des
fonctions plus souples d’utilisation que les fonctions continues.

(2) Toute fonction uniformément continue est continue, mais pas réciproquement.
Exemple 3.53. La fonction f : R — R définie par f(z) = 22 est continue mais pas
uniformément continue. En effet, pour tout § > 0, considérons z =n € Nety = n+4. On

aura |f(z) — f(y)| = (n+6)> —n? = 2n5 4+ 62 > 2nJ, et cela peut étre fait aussi grand que
l'on veut, peu n'importe quelle petite valeur de 4.

Exemple 3.54. La fonction f : (0,1] — R définie par f(z) = sin(z~') est continue mais
n’est pas uniformément continue. Si § > 0, alors il existent des points s,¢ € (0,d) avec
f(s) =—1let f(t) =1, de sorte que | f(s) — f(t)| = 2, méme si |s — ¢| < d.

y=sin(z )

04 —dz\/ v v 04 o
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Proposition 3.55. Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction dérivable et a dérivée
bornée avec |f'(z)| < M pour tout x € I. Alors, f est M-lipschitzienne.

Démonstration.
(z) — | [ rwal< [( 7] a<mie—y.
If (=) = F(y)] ‘/y ®) ‘ /y |F'(0)] |z =yl

Donc f est M-lipschitzienne. ]
Proposition 3.56. Toute fonction k-lipschitzienne est uniformément continue.

On a donc;

f lipschitzienne —> f uniformément continue = f continue

Exemple 3.57. Soit X un espace métrique, A C X et f : X — R+ définie par f(z) =
dist(z, A). On montrera dans les exercices que |f(z) — f(y)| < |z — y|. Donc f est 1-
lipschitzienne qui entraine qu’elle est uniformément continue.
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3.5 Exercices

1. Soient (X, dx), (Y, dy) deux espace métriques et f : X — Y. Montrer les assertions
suivantes :

(a) f est continue en x si et seulement si pour tout voisinage V de f(x) il existe
un voisinage V' de o, tel que f(V') C V.

(b) f est continue en x si et seulement si pour tout voisinage V' de f(xo), f~ (V)
est un voisinage de x.

(c) La fonction Idx(z) = x est continue.

(d) Toute fonction constante de X dans Y est continue.
(e) La composée de deux fonctions continues est continue.
(f) Si(X,dx) estdiscret alors f est continue.

(g) Si f est continue et A C X, alors la restriction fj{A : A — Y est continue. La
réciproque est fausse.
2. Si(X,d) un espace métrique, f : B(a;r) — R une fonction continue en z = a avec
f(a) = 0, et g : B(a;r) — R est fonction bornée (pas nécessairement continue),
alors le produit fg est continue en x = a.

3. Soit X un espace métrique et A C X est un voisinage de x(, montrer que la restric-
tion f|4 : A — Y est continue en z si et seulement si f est continue en zg.
4. Soit X un espace métrique et f : X = R, A = (—o0,a) et B = (b, o). Montrer que
f est continue si et seulement si f~*(A) et f~(B) sont des ouverts de X.
5. Soit f : X — Y une fonction continue et F' est un ouvert de X. Montrer par un
contre exemple que f(F') n’est pas nécessairement un fermé de Y.
6. Soient X,Y deux espaces métriques, A C X et f : X — Y. Montrer que f est
continue si et seulement si f(Adh A) C Adh[f(A)]
7. Soient X,Y deux espaces métriques, A C X et f : X — Y. Montrer que f est
continue si et seulement si pour toute partie B de Y, f~!(Int B) C Int f~1(B).
8. Montrer que la fonction de R" x R" — R" définie par (z,y) — z + y (addition de
deux vecteurs ) est continue.
INDICATION: Utiliser proposition 3.5.
9. Montrer que la fonction de R x R" — R" définie par (¢, z) — ¢z ( multiplication
par un scalaire) est continue.
10. Monter que si (X, d) est un espace métrique, a € X, f : X — R définie par f(z) =
d(z,a), alors f est continue et |f(z) — f(y)| < d(z,y).
11. Monter que si (X, J) est un espace métrique discret, les seules fonctions continues
de [0,1] dans (X, d) sont les fonctions constantes.

12. Montrer qu'une bijection f : X — Y est ouverte si et seulement si elle est fermée.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
27.

Montrer que la projection m; : R? — R définie par m(z1,22) = =1 est continue,
ouverte mais n’est pas fermée.
Soient X = (R,4),Y = (R,d), f =Idx : X - Y etg=1Idy : Y — X. Montrer que :
(1) f est continue mais n’est ni ouverte ni fermée.

(2) g n’est pas continue mais elle est ouverte et fermée.
Noter que cela montre que la réciproque d’'une fonction continue et bijective n’est
pas nécessairement continue.
Montrer que la projection px : (X x Y,dxxy) — (X, dx) définie par px(z,y) =
est continue.
Soit (X, d) un espace métrique et A C X. Pour z € X ; d(z, A) := inf{d(z,a) : a €
A}

(a) Montrer que si z,y € X alors | dist(z, A) — dist(y, A)| < d(z,y) .

(b) En déduire que la fonction f(z) = d(z, A) est continue.

(c) Monter que Adh A= {z € X :d(z,A) =0}

(d) On suppose zp ¢ A. Trouver deux ouverts U et V qui séparent z( et A c.a.d.

telsquezgc U, ACVetUNV =0.

Soit f : R — R une fonction continue définie par f(z) = 0 pour tout x € Q . Montrer
que f(z) = 0 pour tout = € R. Indication : Q est dense dans R.
Proposition (3.27). Montrer que si (X, dx) un espace métrique alors la diagonale
A ={(z,x): x € X} est fermé dans X x X.
Proposition (3.28). Montrer que si f : (X,dx) — (Y,dy) est continue, alors le
graphe I'y = {(z, f(z)) : € X} est fermé dans X x Y.
Proposition (3.29). Montrer que si f,g : (X,dx) — (Y,dy) sont des applications
continues, alors I'ensemble A = {z € X : f(z) = g(x)} est fermé dans X.
(Théoreme de catégorie de Baire) Supposons que A, B sont des ouverts dense dans
X. Montrer que AN B est dense et ouvert dans X.
Soit (X, d) un espace métrique et 1x : X — X l'identité définie par 1x(z) = = pour
tout z € X. Montrer que 1y est un homéomorphisme.
Soient f : E — F et g : FF — G continues. Montrer que si g o f est un homéomor-
phisme et si f est surjective alors f et g sont des homéomorphismes.
Supposons que f : (X,dy) — (Y,dy) est un homéomorphisme et A C X tel que
J(A) = B. Alors les restrictions, g = fla: A — Beth= flx\a: X\A—=>Y\B
sont aussi des homéomorphismes.

Soient f : (—1,1) — R définie par f(x) =

T

1—lz|

. Montrer que f est un homéomor-
phisme.
Montrer que (—1,1) et la parabole y = 22 sont homéomorphes.

Montrer qu'un cercle et une ellipse sont homéomorphes.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

Soient f : E — F et g : F — G continues. Montrer que si (g o f) est un homéomor-
phisme et si f est surjective alors f et g sont des homéomorphismes.

Soient f: R — (
uniformément continue.

71, g) définie par f(x) = tan~!(z) = arctan(z). Montrer que f est
Montrer les propositions suivantes :

(a) Si f est uniformément continue alors f est continue.

(b) Si f et g sont uniformément continues alors f o g est aussi.

(¢) La fonction 1y est uniformément continue

(d) Toute fonction lipschitzienne est uniformément continue
Montrer les propositions suivantes :

(a) Deux distances équivalentes sont topologiquement équivalentes.

(b) Deux normes équivalentes induisent deux distances équivalentes.

(c) Deux distances sont topologiquement équivalentes si et seulement si toute suite
convergente pour une distance est convergente vers la méme limite pour l'autre
distance.

Montrer que si X = R" et dy,ds, d~ sont les distances définies dans 'exemple 2.5
alors
doo(z,y) < do(z,y) < di(z,y) < ndoo(z,y)

Supposons que X est espace métrique qui posséde deux distance d et d’, tel que pour
tout z1, 2 € X et il existe une constante positive k

d({[],lCQ) < k’d’(l‘],mg)

(a) Monter que By(z;7/k) C By/(x;7) pour tout z € X et r > 0.

(b) Déduire que tout d-ouvert est d’-ouvert.
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4. Espaces métriques complets

4.1 Les Suites dans un espace métrique

Rappelons que tout au long du chapitre (X, d) est un espace métrique donné. Dans cette
section, nous allons discuter les suites numériques comme une extension du méme concept
rencontré dans le cours d’analyse élémentaire.

Une suite (z,,) est une application de N dans R : n — .

Définition 4.1. Une suite (z,), dans R converge vers x si pour tout ¢ > 0 il existe un
nombre naturel N tel que sin > N, alors |z, — z| < e.
On le note z,, — z ou bien lim z, = x.

n—o0

L’extension de cette définition sur un espace métrique (X, d) devient ;

Définition 4.2. Une suite (z,), dans X converge vers x si pour tout ¢ > 0 il existe un
nombre naturel N tel que sin > N, alors d(z,,z) < €.
Remarques.

1. Nous signalons que la valeur de N dans la définition dépend de la valeur de e. Le
plus petit € est, le plus grand N doit étre.

2. Le fait que d(z,,z) < € pour n > N, veut dire la boule ouverte B(z;¢) contient
ZN,TN+1,- - .- Donc cette boule contient une infinité des éléments de la suite (z,,). Il
y a donc un nombre fini des éléments de la suite (z,,) a I'extérieur de la boule.

Proposition 4.3. La limite d’'une suite convergente dans un espace métrique est unique.

FIGURE 4.1: B(z;¢) contient une infinité des éléments de la suite (z,,)
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Exemple 4.4.

(a) Soit X =R, la suite (1 +e~"),, converge vers 1, c.a.d. lim (1+e ") =1.

n—o0
(b) Soit (X, d) 'espace métrique discret, alors une suite (x,) dans X converge vers x si
et seulement s'il existe N tel que z,, = z quand n > N.

(c) Si(Z,d) estle produit cartésien des deux espaces métriques (X, dx) et (Y, dy ), alors
la suite (z,,y,) de Z converge vers (z,y) si et seulement si z,, — z et y,, — .

La valeur des suites et le concept de convergence commence faire surface dans la pro-
position suivante. Cette proposition nous donne une nouvelle caractérisation d’une partie
fermée et éventuellement I'adhérence d’une partie d’'un espace métrique.

Proposition 4.5. Le sous-ensemble F' de X est fermé si et seulement toute suite (z,,) de F

telle que z,, — x, alors x € F.

Démonstration. Tout d’abord supposons que F est fermé, que (x,,) est une suite d’éléments
de F, etx, — z.Sixz ¢ F, alors le fait X \ F est ouvert signifierait qu’il existe un r > 0 tel
que B(z,r) C X\ F. Mais il y aurait alors un N de telle sorte que pour n > N, d(z,,z) <,
c'est-a-dire z,, € B(z;r) C X \ F, qui est une contradiction au fait que {z,,} € F. Donc z
doit étre un élément de F.

Maintenant supposons que z,, — x, ol T,,z € F. On veut montrer que F est fermé. Si
2z € AdhF, alors selon la proposition 2.39, B(x;r) N F # @ pour chaque r» > 0. En
particulier, pour chaque = il existe x,, € B(z;n~!) N F. Donc (z,,) est une suite de F' avec
d(zp, ) < nt
fermé. |

, alors z,, — z, et donc x € F. Donc Adh F C F qui prouve que F est

Définition 4.6. Soit (x,,) une suite dans X, alors une suite extraite (sous-suite) de ()
est une autre suite obtenue en ne prenant que certains éléments (une infinité) de la suite
de départ. On la note (zy,,) = {Zn;, Tny, ...}, OU N < ng < --- . Par exemple si (x,) est
une suite alors (z,2) = {1, 24, 9, ...} est une sous-suite de ().

Lemme 4.7. Soit A une partie de Uespace métrique X, et x un point d’accumulation de A,
alors il existe une suite de nombres positifs {e,} et une suite de point distincts (a,,), dans A,
telque : () e, <n”'; (i) ap #x; (i) d(z,an) < €p.

Théoréme 4.8. Soit A une partie de U'espace métrique X.

(a) Un point x est un point d’accumulation de A si et seulement s’il existe une suite de points
dans A qui converge vers .

(b) Adh A = AU {z : x est un point d’accumulation deA} = AU A'.

(c) A est fermé si et seulement si A contient tous ces points d’accumulations.

Démonstration.
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(a) Supposons que (a,) est une suite de points distincts de A tel que a,, — x. Si e > 0,
alors il existe N tel que a,, € B(z;¢) pour n > N. Puisque les points a,, sont distincts,
il existe au moins un point différent de z. Donc z est un point d’accumulation. Main-
tenant supposons que z est un point d’accumulation de A. On utilise lemme 4.7,
pour finir la démonstration de la partie (a).

(b) Soit B = AU {z : x est un point d’accumulation deA} selon proposition 4.5 on a
que B C Adh A. D’autre part si z € Adh A selon proposition 4.5 il existe une suite
(an)n dans A tel que a,, — z. Si a,, contient un nombre infini de points distincts alors
il existe une sous-suite (a,,) de termes distincts et en utilisant partie (a) z est un
point d’accumulation, donc = € A. Si a,, contient un nombre fini de termes distincts
alors a,,, = x pour toutes les valeurs de k > 1, et donc z € A.

(c) La partie (c) est évidente a partir de (b).

Remarque :
Soit (z,,) une suite de points de X. Si a est un point d’accumulation (une valeur d’adhé-
rence) de (z,,) si il satisfait I'une les propriétés suivantes, qui sont toutes équivalentes :
(a) Tout voisinage de a contient une infinité de points de la suite (z,,).
(b) Pour tout n € N,a € Adh{zy, k > n}
(© ac () Adh{zy, k> n}
neN
Définition 4.9. Si A C X et z € X, alors la distance de x a A est

dist(z, A) = {d(x,a) : a € A}.

Il est clair que, lorsque = € A, dist(z, A) = 0. Mais il est possible que la distance d’un point
a un ensemble soit 0 lorsque le point n’est pas dans A.

Proposition 4.10. Si A C X, alors Adh A = {z € X : dist(z, A) = 0}.

Démonstration. Si z € Adh A, alors il existe une suite (a,,) dans A tel que a,, — z. Donc
d(z,a,) — 0, et il Sensuit que dist(z, A) = 0.

Si dist(z, A) = 0, alors il existe une suite {a, } dans A tel que d(z, a,) — 0. Donc, a,, — z,
etz € Adh A. |

Exemple 4.11. Si X = R, l'ensemble A = {1+ (—1)" : n € N} représente est une suite
bornée dans X. On a za,, — 2 et xg,,+1 — 0 donc d(A,2) = d(A4,0) =0et {0,2} € Adh A.

4.2 Suite de Cauchy et complétude

Définition 4.12. Une suite (z,,) de X est une suite de Cauchy si pour tout e > 0, il existe
N € N tel que si m,n > N alors d(z,,,xm,) < €. L’espace métrique X est dit complet si
toute suite de Cauchy dans X est convergente.
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Un espace normé complet est dit espace de Banach. Dans tel espace pour monter qu'une
suite est convergente il suffit de monter qu’elle est de Cauchy, qui ne demande pas la
connaissance de la limite.

Théoréme 4.13. Soit (X, d) un espace métrique, alors

(1) Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

(2) Toute suite de Cauchy est bornée.

(3) Toute sous suite de Cauchy est de Cauchy.

(4) Tout suite de Cauchy qui posséde une sous-suite convergente est convergente.
Démonstration. (1) En fait si z,, — x et e > 0, alors on choisi N tel que d(z,z,) < €/2.
Alors, quand m,n > N, d(Tp, Tm) < d(zn, ) + d(2, 7)) < €.

(2) Facile.
(3) Soit a un point fixe dans X et (z,) une suite de Cauchy dans X. Il existe N € N tel
que si m,n > N alors d(xp, zn,) < 1.

d(a,z,) < d(a,zn) + d(zNn, zn) < d(a,2m) + 1

Puisque I'ensemble {z1,...,zy} est fini, il est borné et ainsi d(a,zy) < M < oo. Donc
d(a,zn) <1+ M

(4) Supposons que z,, — z, et soit ¢ > 0. On choisi un nombre naturel N; tel que
d(zy,,x) < €/2 pour nj > Ni, et on choisi un nombre naturel N, tel que d(zn, zm) < €/2
quand m,n > Ns. Posons N = max{Ny, Na}, et soit n > N. On choisi n;, > N. Puisque
on a que n; > N et n,nk > Na, on aura que

d(z,xzn) < d(x, Tn,) + d(Tn,, Tn) < €/2+€/2=¢.

Remarques :
— Les espaces complets sont ceux ou les suites convergentes sont les suites de Cauchy.
— Les réciproques de (1) et (2) sont évidement fausses.

Exemple 4.14.
(a) Si X = (0,1), la suite {% :n € N* } est une suite de Cauchy dans X dont la limite
est égale a 0 qui n’est pas dans X.
(b) Si X =R, la suite {1+ (—1)": n € N} est une suite bornée dans X mais n’est pas

de Cauchy.

La vertu de la notion d’étre Cauchy, lorsque I'espace est complet, c’est que vous savez la
limite existe sans avoir a produire cette limite.

Proposition 4.15. Soient (X, dx), (Y, dy) deux espaces métriques et f : X — Y uniformé-
ment continue.
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(@) Si (zn,)n est une suite de Cauchy dans X, alors (f(xy,)), est de Cauchy dans Y.

(b) Side plus f est un homéomorphisme et si Y est complet, alors X est complet.

Théoréme 4.16 (Théoréme de Cantor). Un espace métrique (X, d) est complet si et seule-
ment si chaque fois que F, est une suite de sous-ensembles non vides satisfaisant :
(i) chaque F, est fermé; () FF1 D Fs...; (iii) diam(F,,) — 0

oo
alors ﬂ F, est un singleton.

n=1
Démonstration. Supposons (X, d) est complet et { ), } satisfait les conditions du théoréme.
Pour chaque n soit x,, € F,. Si e > 0, soit N tel que diam F,, < € pour n > N. Donc, si
m,n > N, alors (ii) implique que z,,, z, € Fy et donc d(z,, z,) < diam Fyy < e. Ainsi z,,
est une suite de Cauchy qui converge vers x parce que X est complet. Puisque les F}, sont

o0 o0

fermés alors z € ﬂ F,. S'il y a un autre point y € ﬂ F,, alors d(z,y) < dim F}, pour

n=1 n=1
chaque n > 1. Selon (iii) diam F,, — 0 donc = = y.

Supposons que (X, d) satisfait les conditions énoncées et que (z,,) est une suite de Cauchy.

Soit F,, = Adh{z,,xp41,...}.Il est clair que, (i) et (ii) sont satisfaites. Si ¢ > 0, alors soit

N tel que d(zpm, z,) < € quand m,n > N. Mais quand k£ > N, diam Fj, = sup{d(zp,, x,) :
o0

m,n > k} < e. Ainsi la suite {F,,} satisfait condition (iii), donc ﬂ F,, = {z}. Mais pour

n=1
n > 1,d(z,z,) < diam F,, — 0. Donc, z,, — = c.a.d. que (X, d) est complet. ]

Corollaire 4.17. (R,d) avec d(z,y) = |z — y| est complet.

Démonstration. Soit { F},} une suite de sous-ensembles de R satisfaisant les trois conditions
dans le théoréme précédant. Puisque chacun a un diameétre fini, ils sont bornés. Utilisant
laxiome de complétude de R, a,, = inf F), et b,, = sup F,, existent. Puisque F,, sont fermés,
alors ay, b, € F, et donc 0 < b, — a, < diamF,, — 0. Puisque F,,1; C F,, il s’en suit
que ap, < apt1 < bypt1 < by. Les suites {a,} et {a,} sont donc monotones et bornées qui
doivent converger. Ils existent donc des poiorc1ts a,b € F, tels que a,, — a et b, — b Donc
|b — a|] < diam F,, — 0, donc a = b. Donc, ﬂ F,, = {a}. Par le théoréme de Cantor, R est

n=1

complet. ]

Proposition 4.18.

(a) Le produit de deux espaces métriques (X,dx),(Y,dy) est complet si et seulement si
(X,dx) et (Y, dy) sont complets.

(b) Le produit d'un nombre fini d’espaces métriques est complet si et seulement si tous ses
facteurs sont complets.

Exemple 4.19.

(a) (R",dy) muni de la distance euclidienne est complet.
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(b) (C",dy) muni de la distance euclidienne est complet.
(c) (£2,dy) est complet.
(d) L’espace (B(D,R),d) des fonction réelles bornées sur le domaine D, avec sup mé-
trique d, est complet.
doo(f,9) = sup | f(x) — g(2)]
zeD

Proposition 4.20. Si (X, dx) est un espace métrique complet et A C X, alors
Le sous-espace métrique (A, d 4) est complet si et seulement si A est fermé dans X.

Remarque. Dans les espaces métriques complets, les parties complétes pour la métrique in-

duite sont exactement les parties fermées.

Il n’est pas difficile de trouver des exemples d’espaces métriques qui ne sont pas complets.
Par exemple en utilisant la proposition précédente nous pouvons considérer n’importe quel
sous-ensemble de R qui n’est pas fermé.

Exemple 4.21. Les espace métriques (X, d) suivants muni de la distance euclidienne ne
sont pas complets :

@Xx=Q

On peut approcher un irrationnel € R — Q par une suite de rationnels z,, = Z—” La suite
{zn} est de Cauchy dans R et donc dans Q. Elle ne converge pas dans Q puisqune ré¢ Q.
(b) X = (a,b). Pourquoi ?

Attention.‘ La complétude n’est pas une propriété topologique. ‘

On a vu dans le corollaire (3.37) que R et X = (a,b) sont homéomorphes. Cependant
dans cette section on a vu que (R, d) est complet mais (X, d) n’est pas complet. Donc la
complétude n’est pas une propriété topologique.

Rappelons qu'un ensemble est borné si son diametre est fini.

Proposition 4.22.
(a) Tout sous-ensemble A de (X, d) est borné si et seulement si pour tout x dans X il existe
unr > 0tel que A C B(z;r).
(b) L’union d’un nombre fini d’ensembles bornés est bornée.

(c) Une suite de Cauchy dans (X, d) est un ensemble borné.

Démonstration.
(a) Si A C B(x;r), alors diam A < 2r; donc A est borné.
Inversement, supposons que A est borné et diam A = 4. Soit z € X et ap € A.
Pour tout point a € A on a d(z,a) < d(x,ap) + d(ag,a) < d(z,ap) + J. Si on pose
r = 2[d(x, ap) + 9], alors A C B(z;r).
(b) Si Ay, sont bornés pour 1 < k < n etz € X, alors soit 7, > 0 tel que Ay, C B(z;ry).
Sionposer =ry+---+1mry,,alors AyU---UA, C B(x;r).
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(c) Si{xz,} est une suite de Cauchy, alors il existe N > 1 tel que d(zy, z.,,) < 1 pourvu
que m,n > N.Si A = {z1,...,zn} et B = {x, : n > N}, alors {z,} = AUB . A
est borné car c’est un ensemble fini. B est borné car diam B < 1. En utilisant (b),
{zn} = AU B est borné.

4.3 Théoréme du point fixe

Définition 4.23. Soient (X,d) un espace métrique et f : X — X. On dit que f est
une application contractante (ou simplement une contraction) si et seulement s’il existe
0 < k < 1 tel que pour tout z,y € X,

d(f(x), f(y)) < kd(z,y).
Donc une contraction est k-lipschitzienne avec 0 < k < 1.
Corollaire 4.24. Si X C Ralors f : X — X avec |f'| < k < 1 est une contraction.
Démonstration. Voir proposition 3.55 ]
Proposition 4.25. Toute contraction sur un espace métrique X est uniformément continue.

Démonstration. Soit e > 0 et posons § = €/k. Pour z,y € X tel que d(z,y) < d on a
A(f (@), f(y)) < kd(@,y) <e u

Le théoréme qui suit est tres important et est un des théoremes qui a le plus d’applications
dans l'analyse.

Théoreme 4.26 (Théoréme du point fixe-Banach 1922).
Soit (X, d) un espace métrique complet et f : X — X une contraction. Alors, il existe un
point unique a € X tel que f(a) = a. De plus, si xy € X et xp41 = f(2y,), alors

n

a= nli_>ngcxn et d(a,z,) < T

d(xo, f(20))

Démonstration. Supposons que f est une contraction, alors il existe k € (0,1) tel que pour
pour z,y € X, onad(f(x), f(y)) < d(x,y).
Pour l'unicité, supposons que a et a’ sont deux point fixes de f, alors

d(a,a’) = d(f(a), f(a)) < kd(a,a’).

Ce qui est possible que si d(a,a’) =0, donc a = d'.
Sizg € X et (xy), est la suite définie par z,,41 = f(z,). Alors pour toutn > 1 on a

d(@nt1,20) = d(f(zn), f(Xn_1) < kd(zpn, 2n-1) < k"d(x1, 20).
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On en déduit que sim =n+p,

d(zma zn) = d(Inerv :E")
= d(l‘n+p7 fl?yH»p—l) + d(l‘n+p—17 17n+p—2) st d(ﬂf"+1, 'rn)

< (KP4 P2 g 4 kM d(a, 0)

p—1
< K'd(wy,20) Y K
i=0
W (1= KP) : .
<k ﬁd(m, xo) puisque 1 — kP < 1 on obtient
s
<7 — kd(zo,f(wo)) — 0 quand n — oo car k € (0,1).

La suite (x,,) est donc de Cauchy, et comme X est complet, il existe a € X tel que z,, — a.
Or f est uniformément continue (car Lipschitzienne) donc f(z,) — f(a).

Mais z,,+1 = f(z,), en passant a la limite, on obtient a = f(a) et donc a est un point fixe
de f. | |

Remarque :
Remarques :

(a) Le théoréeme du point fixe est aussi connu comme théoréme de I'application contrac-
tante.

(b) Le théoréme du point fixe de Banach est un outil trés utilisé pour démontrer I'exis-
tence de solutions pour les problemes de Cauchy associes a des équations différen-
tielles ordinaires (EDO) ou méme a des équations aux dérivées partielles (EDP).

(c) L’hypothese d(f(z), f(y)) < d(x,y) n'implique pas que f est une contraction.

(d) L’hypothése X complet est fondamentale. Par exemple, si X = (0,1) et f(z) = z/3,
alors f est contractante et n’a pas de point fixe dans X.

(e) Cette méthode des itérations est un excellent outil de calcul numérique des valeurs
approchées du point fixe.

0.5

; 0 05 1 15 2 2

FIGURE 4.2: Itérations du point fixe e ™ =z
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Exemple 4.27. Trouver le nombre des solutions de I'’équation cos z = z.
Posons f : X — X ou f(z) = cosz et X = [—1,1]. X est complet car il est fermé dans R
et |f/(x)| < k < 1. Le théoréme des accroissements finis implique que pour tout z,y € X

[F(@) = f(y)] < klz —yl.

Il s’en suit que I'équation cos z = = admet une seule solution d’aprés le théoreme du point
fixe.

7l f@) = cos(x)

gy R

0.74

FIGURE 4.3: Itérations du point fixe de f(z) = cos(z)

Corollaire 4.28. Si f : R — R avec |f'| < k < 1 alors f posséde un point fixe.

Exemple 4.29. Soit f : [0,1] — [0,1] avec f(z) = %e”". Alors, | f'(x)] = %e”" < g <1.
Donc f posséde un point fixe unique dans [0, 1].

Posons a; = = et any1 = f(a,) , alors a;; =~ 0.6182 et le point fixe est
a =~ 0.61906 = ay;. Cette méthode est généralement lente pour trouver le point fixe. Pour
cela on a fait des méthodes comme celle de Newton-Raphson pour trouver la solution du
point fixe plus rapidement.

Remarque :

Si on exprime la fonction f sous la forme f(z) = g(z) — =. Résoudre I'équation f(z) =
0 revient a trouver le point fixe z, de I'équation g(x) = z. Ceci est possible lorsque g
applique l'intervalle [a, b] dans lui-méme et s'il existe une certaine constante k telle que
|¢'(z)| < k < 1 pour tout = € [a, b].

La suite (), déterminée par une valeur initiale choisie sur [a,b] et par la relation de

récurrence z,,+1 = g(z,), converge vers la solution de 'équation x.
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> f(x) = cos(z)

g(z) = cos(N\— z,

S — \ s [ I \q

FIGURE 4.4: Graphes de f(z) = cos(z) et g(z) = cos(z) — x

Méthode de Newton-Raphson

Supposons que f : I C R — R est deux fois dérivable, f/(z) # 0 pour tout = € I et qu'il
existe 0 < k < 1 tel que pour tout z € R

3 1
f@"@)|
fr@? |~
Alors, f(z) = 0 a une solution unique x = a € I, obtenue en prenant une valeur initiale
ap et en posant G, 1 = a, — f(an) oua= lim a, .
n+ n fl(an) nooo M
La raison étant si on pose ¢ : I C R — R avec g(z) = z — ;/((x))’ alors
x
" 1
g (z) = %, donc g est une contraction et g(x) = 0 si et seulement si f(z) = 0.
T

Exemple 4.30. Soit f(z) = % — 2 pour z € [1,2], cherchons une approximation de la
racine positive de f. On a

f@)f"(x)
f'(w)?

4o —4| !
4z | z2

<lforxz>1

-9
(2x)?

fl) 3x—a?+2
fi(x) 3

Posons a; = 3/2, g(z) = = —

on aura ay ~ 1.414214.

Résumé
Résumons ce que nous avons appris au sujet de la complétude. Un ensemble complet est
celui dans lequel si une suite a la propriété que les distances entre ces termes tendent
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vers zéro, alors la suite converge vers un point de 'ensemble. Tout ensemble complet est
fermé, mais un ensemble fermé n’est pas nécessairement complet. Cependant si (X, d)
est un espace métrique complet; alors une partie de X est complete si et seulement si
elle est fermée. Tous les principaux espaces que nous rencontrons dans nos applications
(R,R%L,R",C et C(a,b) avec leurs métriques habituels) sont complets et ainsi de tous
leurs sous-ensembles fermés sont complets.
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4.4 Exercices

10.
11.

Montrer les propositions suivante :

— Toute suite convergente est de Cauchy.

— Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.

— Toute suite de Cauchy est bornée.

— Toute suite de Cauchy qui posséde une sous-suite convergente converge.

Soit X = R avec les métriques suivantes :
@ d(z,y) = |2° —y’|
() d(a,y) = e — ¢
(© d(z,y) = [tan™" (z) — tan™ " (y)|
Pour qu’elles de ces métrique (X, d) est t-il complet ?

T

_r Y
1+ |z 1+y|
équivalente a la distance usuelle mais R muni de cette distance n’est pas complet.

Montrer que la distance d(z,y) = sur R est topologiquement

Soient d; et dy deux métriques équivalentes sur le méme espace X. Monter que si
(X, dy) est complet, alors (X, d3) l'est aussi.

(Proposition 4.15 ) Soient (X, dx), (Y, dy) deux espaces métriques ,

f: X — Y uniformément continue et (z,),, est une suite de Cauchy dans X.

(a) Montrer que (f(z,,))n est de Cauchy dans Y.

(b) Side plus, f est bijective et f~! est continue, montrer que si Y est complet X
est complet.

Montrer que si (z,), est une suite de Cauchy dans R, alors (xi)" est de Cauchy
aussi.

(Proposition 4.20 ) Si (X, dx) est un espace métrique complet et A C X, alors
Le sous-espace métrique (A, d,) est complet si et seulement si A est fermé dans X.
(a) Montrer que toute intersection de parties complétes de X est une partie com-
plete de X.

(b) Montrer que toute réunion finie de parties completes de X est une partie com-
plete de X.
Si (X, 6) est 'espace métrique discret, alors une suite (z,) dans X converge vers x
si et seulement si, il existe N tel que =, = z quand n > N.

Montrer que I'espace métrique discret (X, J) est complet.

Si (Z,dz) est le produit cartésien des deux espaces métriques (X,dx) et (Y, dy),
avec dz((z1,41), (z2,92)) = dx (21, 22) + dy (y1, y2)-

(1) Montrer que la suite (z,,y,) — (z,y) dans Z si et seulement si z,, — = et
Yn — Y-

(2) Montrer que si (X, dx) et (Y, dy) sont complets alors (Z,dz) est complet aussi.
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12.

13.

14.
15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

Supposons que (z,,) est suite de X qui converge vers x et 21, ..., 2, est collection
fini de points dans X . On défini une nouvelle suite (y,,), dans X en laissant y;, = z,
pour 1 <k < m ety =z, quand k > m + 1. Montrer que y, — z.

Soit (Z,dz) le produit cartésien des deux espaces métriques (X, dx) et (Y, dy).

(a) Montrer que la suite (z,), = (Zn,Yn)n est une suite de Cauchy dans Z si et
seulement si (xy,), est une suite de Cauchy dans X et (y,),, est une suite de Cauchy
dans Y.

(b) Montrer que Z est complet si et seulement si les deux X et Y sont complets.

Montrer que toute contraction est continue.

Trouver un exemple simple de fonctions f : A € R — A vérifiant I'inégalité
d(f(z), f(y)) < d(z,y) ne possédant aucun point fixe.

(a) Montrer que pour z > lett >0, Vo +t—+z < t/2.

(b) Montrer que f(z) = /x est une contraction sur [1,00) (¢) Trouver le point fixe
de f.

Monter que toute fonction continue f : [a,b] — [a, b] a un point fixe sur [a, b].

Monter la fonction f : [1,2] — [1, 2] définie par

fo) =3 (e+2)

a un point fixe unique sur [1, 2], et trouver ce point.

Monter que I'équation z® + 7z — 1 = 0 posseéde une solution unique dans [0, 1].
Trouver le point fixe en utilisant la méthode de Newton.

Soit f : (0,1/4) — (0,1/4) définie par f(z) = x*. Montrer que f est une contraction
qui ne possede aucun point fixe.

Soit f : [1,00) — [1,00) définie par f(z) = x 4+ =~ *. Montrer que [0, c0) est complet
et|f(z) — f(y)| < |z —y| pour z,y € [1,00), mais f n’est pas une contraction et n’a
aucun point fixe.
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