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Epreuve Finale d’ Analyse IV (durée 02h)

Exercice1: 07 points
Soit F:R> — R? telle que F = (fy, f,) avec
f1(x,y,z,u,v) = 2x%e™ + 3v(1 + y + 5x2y3) + 22
{fz (x,y,z,u,v) = e *(x? + sin(x®y3)) —vy — z
On considere le systeme (S) d’équations : F(x,y,z,u,v) = (0,0)
1. Montrer que I'on peut résoudre le systeme(S) par rapport a (u, v)en fonctionde x,y,z
dans un voisinage du point (1,0,1,0, —1).
2. Onpose (u,v) = ¢(x,y,z) ,montrer que ¢ est de classe C" et calculer sa matrice jacobienne
Au point(1,0,1).

3. Soit @: R? > R? telle que ¢ = (2x* —3(1 +y +5x%y3), x? +sin(x®y®) +y).
Montrer que @ est un C' - difféomorphisme local au voisinage du point (1,0), en déduire qu’il existe
2x2 =3y +5x%y3) =«

x? +sin(x®y3) +y=p
admet une solution unique V(a, 8) € D((Z,l), r).

4. Est-ce que @ estun C'— difféomorphisme local dans R?? est-il un difféomorphisme

global de R? dans @(R?) ?

r >0 tel que le systeme: {

Exercice 2 : 05 points

On donne pour x,y ER, T'(x) = f0+°° t“"le tdt etf(x,y) = fol t*1(1 —t)? at
1. Déterminer les domaines de définition de B(x,y) et de I'(x) .
2. Calculer fg(cosﬁ)zx_l(sinﬁ)zy_lde pour x >0ety>0.

3. VérifierqueT'(x) =2 f0+°° u?*1e=’qu et écrire I'(x) T'(y)sous forme d’une intégrale

double.
4. Etablir que I'(x) T(Y) = limpo4o0 fJ;, f(u, v)dudv ot Dy = {(u,v) € R*:u? +v? <R? }
en déduire que B(x,y) = Fr(j(ciig)

Exercice 3: 08 points
1. Soit D= {(x,y) € R?>:x? + y?2 <1 }, calculer I'intégrale double :

I=[f, J1—G2+y2)u?  dxdy pour u=/x2 + y%puis u=/2—x% — y2.
Dans R3, on considére le corps U limité inférieurement par la surface S; du céne d’équation :
z =./x% + y? et supérieurement par la surface S, de I’hémisphére d’équation: z = \/2—x2 — y2.
2. Caleuler ¢b, dydz + J1—(x2+y%)z% dxdy ou S*estlaface extérieure de la surface

fermée limitant le domaine U. Retrouver le résultat en appliquant la formule d’Ostrogradski-
Gauss.
3. Soit C le cercle formé par l'intersection S; N S,.

Calculer §5C+(y —x—2)dx + (2x + z?)dy + y3xz dz le long de C parcouru dans le sens

positif, retrouver le résultat en appliquant la formule de Stokes.

(On donne F(%) =+ )

Bon cournge |
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Corrigé de I'épreuve finale d’ Analyse IV

Exercice 1 : 07 points
Xy, z,uv) =2x%e" +3v(1+y+5x2y3)+22=0
F(x,y,z,u,v) = (0,0) & Sty ) —u(2 -( 6y3 -
fy zuv) = e *(x* +sin(x®y3)) —vy—z=0
Onpose X=(x,y,z) etY=(u,v). F(x,y,z,u,v) = F(X,Y).
1. On applique le T.F.l ala fonction F au voisinage du point (1,0,1,0,—1) :

e F(1,0,1,0,—1) = (0,0)

*  Festdeclasse C' car ses deux composantes sont de classe C'.

. 12 3]_

Det(]yF(l,O,l,O,—l))—|_1 0| =3%0

D’aprés le T.F.l on peut résoudre le systeme par rapport ay.

2. D’apres 1, 3V unwvoisinage ouvert du point(1,0,1) , W un voisinage ouvert du point(0,1) et

¢ : V > W de classe C* telle que F(X, (X)) = (0,0) VX €V,

(w,v) = ¢(x,y,2) et ¢(1,0,1) =(0,1)

Jx ¢(1,0,1) = —( ]yF(l,O,l,O,—l))_l. JxF(1,0,1,0,—1)

1/0 —-3\(4 -3 2 1/—6 —3 3
=_§(1 2 )(2 1 —1) =-3( 6 -1 0
3. ¢@: R?> R?telleque ¢ = (2x*> —3(1 +y +5x%y3), x% +sin(xy3) +vy).

e ¢ estde classe C' car ses deux composantes sont de classe C.

o det(Jp(1,0)) = |‘2L _13| —10#0

4. Alors ¢' estinversible et de de classe c' ,ainsi c’est un C' - difféomorphisme local au
voisinage du point (1,0) ie 3V un voisinage ouvert du point(1,0) et
W = D((—l,l),r)( r > 0)un voisinage ouvert du point(—1,1) tels que:

¢ : V = W estune bijection
252 _ 24,3y —
{;; 4 s?rgxtyiﬁ -i}-/y)= g cplxy)=>(@—-3,8) ... (¥

L’équation (*)admet une solution unique dansV, si (a —3,8) EW .

ie:(@—3+1)%2+ (B —1)> <r? oubien (a,p) € D((Z,l),r)

5. ¢ n’est pasun difféomorphisme local dans R? car il ne l'est pas pour les points
(0,y) vy € R ,en effet det(Je(0,y) ) = 0.0n déduit aussi qu’il n’est pas un
difféomorphisme global de R? dans ¢( R?).

( On remarquera aussi que @n’est pas injective ¢(—x,y) = @(x,y) alors ce n’est un
difféomorphisme global).

Exercice 2 : 05 points
+

M) =f, e tde = f0+°°f(t) dt etB(x,y) = fol 11— t)ydt = folg(t)dt
5. T() = fy f@dt+ [T dtet fley) = [o@de+ i g)de

~—————
I

I I I
e Domaine de définition de I'(x)
v(0)
fe) = pre=y ,alors 1ycvge six > 0 sinon il dvge .
t1_i>r+noo t2f(t) =0, alors I,cvgeVx€R.

Alors T'(x) est définie Vx > 0.
e Domaine de définition de B(x,y) :
( v(0)
J gt = pre=y ,alors 1ycvge six > 0 sinon il dvge .
v(1)
) S —
9© = 7= 01

Alors B(x,y) estdéfinie V(x,y):x>0ety>0.

,alors I,cvgesiy > 0 sinon il dvge



=sin20

” u
6. Ji(cos) (sing)? o = 2 [~ w w0 du = B(xy) -

t=u?
7. T(x)= f0+°° tletdt = 2 f0+°° uZle v’ qy

Fr(x)T(y) =4 f0+°° u2x-1ev’qy f0+°° v2y-leVdy = 4 f0+°° 0+°° u2x1 y2y=-1le=—(+v) qudy
4. T()T(y) = limp_ e 4ffDR uZly2y=1e=(*+v3) gudy o

Dg = {(u,v) € R>:u? + v? < R? }
F(x) T(y) = limp_ 40 4 f2 (cos8)>*~1(sin0)?>Y~1 d@ fOR p2x+2y-1lg=r? 4y
= B(x,v)2. f0+°° r26-1 e’ gr = B(x,y).T(x + y)
Ly _Ir®ro)
on déduit que B(x,y) = Ten)

Exercice 3: 08 points
1

' 1
o u= /x4y L =[], JI-GZ+y?)? dxdy=[]"d6 [j(1—r"zrdr =
T 1 1 e 2
=L fu( - wridu = TpE, 5 =T
2m 1 T
o u=\2-x2-y%L =) J1-@?*+y?)2-x*—y?) dxdy=["df [;(1—rP)rdr= 7

2. Onpose P(x,y,2) =1 R(x,y,2) =+/1— (x2 +y?)z?

o J=4¢p.dydz+ Rdxdy = [[; (cosa + R cosy)ds = ffsl (cosa + Rcosy)ds + ffsz (cosa’ + Rcosy")ds.

Soit 714 (cosa, cosf, cosy) , M, (cosa’,cosB’, cosy’) les vecteurs normaux respectifs aux
surfaces Sy et S,.

2 2 1
{51:2—1/x2+y2 =0,ds = /1+z—2+}z'—2dxdy=\/§dxdy, cosazzx—ﬁ cosy = ——

2 2
kSZ:z— 2—x2—y2=0,ds = ’1+E—Z+Z—2dxdy=\/z—idxdy, cosa’=iz,cosy’=

La projection de chacune des surfaces sur le plan z=0 est le domaine D.
ffsl (cosa + /1 — (x% +y?)z%cosy) ds = [[ \/X+Ty2 dxdy — [, J1—(x?+y?)? dxdy =

=f02ﬂ cos6d6 fol rdr— I, =—1
0

[\S]

sl

ﬂsz (cosa’ ++/1— (x? + y?)z2cosy)ds = [], ﬁ dxdy +

r2

2 1
I, V1— (G2 +y2)@2—x2—y?) dxdy=[," cosfdo [, mdr +L=1
0
2
Alors J=1,—1I, =§—”T
e Enappliquant la formule d’Ostrogradski-Gauss :
_ aP | R oP
]—fffu (a+g)dXdde E—O
0<6<2m
U est défini par les coordonnées cylindriques. 0<r<1 .
r<z<v2-—r?

J =S ag [ rdr [P R az = (77 a6 [} rIRGey, DN dr =1 ~ 1.

3. C=5nS={(x,y,1)ER:x?>+y2 =1}
x =cosf dx = —sinfdf
une paramétrisation de C s’écrit y=sin  dy = cos0 do
z=1 dz=0
0<6<2r
e I=¢ (y—x—2)dx+ (2x+2°)dy +y’xzdz =
= fozn —sin?6 + cosOsinf + 2cos?6 do = m.
e Enappliquant la formule de Stokes avec F(x,y,2z) = (y —x — z,(2x + z%), y3xz ) = (P,Q,R) etla
surface o Limtée par C a pour équation z = 1, son vecteur normal est 7(0,0,1) , ds= dxdy et
D=proj/XOY o .

I = ffo- ROtFﬁ)dS = ffD (% - Z_f:)dxdy = J-OZT[ de fol Td‘r =1TT.



