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Introduction

Les équations aux différences sont devenues un outil de valeur et ont
beaucoup d’importance dans plusieurs domaines et disciplines scienti-
fiques et ceci par leurs nombreuses applications dans les sciences ap-
pliquées telles que 1’économie, la biologie, la théorie des probabilités,
I’ecologie,...etc. Dune part, elles sont utilisées pour la simulation des
équations différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles, dans I’ana-
lyse numérique pour la résolution des équations a l’aide des suites, avec
la recherche de la valeur approchée de la solution par exemple le schéma
numérique d’Euler ou de Runge-Kutta. D’autre part, elle sont utilisées
en modélisation des phénomenes de la vie réelle, notamment en dyna-

mique des populations.

Dans le premier chapitre de ce cours, nous commencons par don-

ner quelques notions du calcul aux différences ; ensuite nous étudions les
équations aux différences linéaires a coefficients variables et a coéfficients
constants ainsi que leurs stabilités. Le chapitre se termine par une série
d’exercices.
Nous commencons le deuxieme chapitre par quelques définitions concer-
nant les équations aux différences non linéaires ; ensuite nous présentons
la méthode de linéarisation et quelques types d’équations aux différences
non linéaires qui peuvent étre résolus en les transformant aux équations
aux différences linéaires. Nous terminons ce chapitre par I’étude du com-
portement asymptotique des solutions d’une équation aux différences
non linéaire et d’une série d’exercices.

La premiere partie du troisieme chapitre est consacrée a 1’étude des



systemes d’équations aux différences linéaires. Dans la deuxieme partie,
nous présentons quelques notions de base et des résultats fondamentaux
concernant les systemes d’équations aux différences non linéaires. Nous
finissons le chapitre par I’étude du comportement asymptotique des so-
lutions d’un systeme d’équations aux différences non linéaires et d’une

série d’exercices.

Ce polycopié a fait I'objet d’'un cours enseigné durant I’année uni-
versitaire 2017/2018 au département de mathématiques de I'université
Mohammed Seddik Ben Yahia-Jijel. Il s’adresse aux étudiants du Mas-
ter ”Mathématiques Fondamentales et Discretes” et du Master ” Ana-

lyse Fonctionnelle”.



Notations

Dans tout ce cours on désignera par
C I'ensemble des nombres complexes.
R I’ensemble des nombres réels.
R, l'ensemble des nombres réels positifs.
R?% T'ensemble des nombres réels strictement positifs.
N I’ensemble des nombres naturels.
N* ’ensemble des nombres naturels non nuls.
N, = {no,no+1,...} ou ng € N.
R® = {(z1,...,xs)", z; € R,Vie {1,...,s}}, s € N* — {1}.
z,y : N,, — R deux suites réelles.
O] = aim Vii €N, i <.
r € N.
k e N*.

M(R) 'ensemble des matrices s X s réelles.



Chapitre 1

Equations aux différences

linéaires

Dans ce chapitre, nous allons regrouper quelques notions de base
et des résultats fondamentaux concernant les équations aux différences
linéaires. Nous commencons par donner quelques notions du calcul aux
différences ; ensuite nous étudions les équations aux différences linéaires
a coefficients variables et a coéfficients constants ainsi que leurs stabi-

lités. Nous finissons ce chapitre par une série d’exercices.

1.1 Notions sur le calcul aux différences

Définition 1.1.1 On définit opérateur de différence A et l'opérateur de décalage

E respectivement par
Az(n) =z(n+1) —x(n), n €N, (1.1)
Ex(n)=z(n+1), neN,, (1.2)

Remarque 1.1.1 1. A et E sont des opérateurs linéaires.
2. A et E commuttent, c’est a dire AE = EA.

3. A=FE—1I oul estl’opérateur identité, c’est a dire Ix(n) = z(n), Yn € N,



1.1. Notions sur le calcul aux différences

Définition 1.1.2 En général, on définit A" et E" respectivement par
Ax(n) = A(A" z(n), ne€N,, (1.3)

E"z(n) =z(n+71), ne€Ny, (1.4)

Lemme 1.1.1 De la Remarque 1.1.1 on peut montrer facilement les égalités sui-

vantes
.

A" =(E—-1I) =) (-1)"'C/E' (1.5)
=0
E'=(A+1) ch (1.6)
o CY =1etCYP=0sii#0.

Théoréme 1.1.1 Soit {x(n)},>0 une suite réelle telle que x(0) = xy. Alors

z(n) =x(0+n) = E"zy = ZC’”A%O (1.7)
A'zg =Y (=1)""'CPE'xy (1.8)
=0

Démonstration. Il suffit d’appliquer les égalitées (1.5) et (1.6) a zy.

Proposition 1.1.1 On a les propriétés suivantes pour A.
(a)
ZA:E(Z) =x(n) —x(ng), n €N, (1.9)

(b) .
A (Zun) =z(n), neN,, (1.10)

(c)
A (z(n)y(n)) = Ex(n)Ay(n) + y(n)Az(n), n € Ny, (1.11)

(d)

M neN, (1.12)



1.1. Notions sur le calcul aux différences

et y(n) est non nulle sur N, .

k
(e) Soit P(n) = > am*~" un polynéme de degré k (i.e ag # 0) ot a;,i € {0,1,..., k}

1=0
sont des réels. Alors

Démonstration. En utilisant (1.1) et (1.2) on trouve

(a)

ZAx(z) = Z(;E(Z +1) —x(4))
= Z x(i) — ix(z)
i=ng+1 i=ng

(b)

(c)

A(z(n)y(n) = z(n+1y(n+1) —z(n)y(n)

(1.13)

(1.14)

= z(n+1)(y(n+1) —yn) +yn) (z(n + 1) - 2(n))

—  Br(n)Ay(n) + y(n)Az(n).



1.1. Notions sur le calcul aux différences

(d)

(e)

D’autre part on a

(n+1)F =

<n+1>k—1 —

Donc

ol P; est un polynome de degré inférieur strictement a k — 1, c’est a dire deg

P<k-—1.

k

, k(k—1
> Cin' =1+ kn+ (2, >n2+---+l~m’“*1+n’“
i=0 )

(k—-Dk=-2) ,

1+ (k—1Dn+ o n? -+ (k—1)nP2 4 nk!

AP(n) = agkn*' 4 Py(n)

De la méme maniere on peut montrer que

A*P(n)
A3P(n)

= agk(k — 1)n*? + Py(n) avec deg P, < k — 2,
= aok(k — 1)(k — 2)nF% 4 Py(n) avec deg Py < k — 3,



1.1. Notions sur le calcul aux différences

d’ou (1.13).
Pour montrer (1.14) il suffit d’utiliser (1.3) et (1.13).

Proposition 1.1.2 Soit
k
P(E) =) a;E* (1.15)
=0

ou E est lopérateur défini par (1.2) et a;,i € {0,1,...,k} sont des réels. Alors

1. Pour toutb € R on a

P(E)W" = P(b)b", n € N* (1.16)

P(E)(0"z(n)) = 0"P(bE)z(n), n € N*. (1.17)

Démonstration. En utilisant (1.4) et (1.15) on trouve

1.
PEW" = (agE* 4+ aE* ' -+ ap)b"
— 6L0bn+k + albn-i-k—l N akbn
= (agh® + a "t 4 4 ap)b"
= P
2.

P(E)(b"x(n)) = (aoE* +aiE¥ " 4 -+ apl)(b"x(n))
= aoE*x(n) + a E¥0"x(n) + - - + ap I0"z(n)
= aph"Fr(n+ k) +ab" e+ k—1) 4+ -+ apb"a(n)
= b"(agb*x(n + k) + ab"ax(n +k — 1)+ - + arz(n))
= 0"P(bE)x(n).

10



1.2. Equations aux différences linéaires a coefficients variables

1.2 Equations aux différences linéaires a

coeflicients variables

Définition 1.2.1 Une équation de la forme
yin+k)+pi(n)yin+k—1)+---+pr(n)y(n) =g(n), neN,, (1.18)

avec p;(n), i € {1,...,k} et g(n) sont des fonctions réelles définies sur N, et
pr(n) # 0 pour tout n € N,,, s’appelle équation aux différences linéaire non ho-

mogene d’ordre k.

Définition 1.2.2 On appelle équation homogéne associée a l’équation (1.18) I’équation
yn+k)+pi(n)y(n+k—=1)+ -+ pp(n)y(n) =0, n e Ny, (1.19)

Définition 1.2.3 Une suite {y(n)} > est dite solution de l’équation (1.18) si

n=ng

elle satisfait cette équation.

Observons que si nous fixons k£ conditions initiales pour I’équation

(1.18)
y(ng) =co, yno+1)=cy, ..., ylno+k—1) =cx_1, (1.20)

ou les ¢;, i € {0,...,k—1} sont des constantes réelles, alors on obtient

le probleme suivant

y(n+k) +pi(n)y(n+k = 1)+ -+ pe(n)y(n) = g(n), ¥n € Ny,

(1.21)
y(no) = co, y(no+1)=c1,...,y(no+k—1) = cp1.
Théoreme 1.2.1 Le probleme (1.21) admet une solution unique.
Démonstration.
i) Du probleme (1.21), on trouve
y(ntk) = —=pr(n)y(n+k—1)=pa(n)y(n+k—=2)—---—pr(n)y(n)+g(n), ¥n € N,,
(1.22)

11



1.2. Equations aux différences linéaires a coefficients variables

donc si on pose n = ny dans (1.22) on obtient

y(no+k) = —pi(no)y(no +k —1) = — pr(no)y(no) + g(no)

= —pi(no)cr—1 — pa(no)cx—2 — - -+ — pr(no)co + g(no)

alors y(no + k) existe.

Pour déterminer y(no + 1 + k) on pose n = ny + 1 dans (1.22) on trouve

y(no+1+k) = —pi(no+ 1)y(no +k) —pa(nog + Dy(ng+k —1) — -+
—pk(no + 1)y(n0 + 1) + g(no + 1)
= —pi(no+1)y(no + k) —--- = pr(ng + 1)cy + g(no + 1)

et donc y(ng + 1 + k) existe.
De la méme maniére on peut montrer I’existence de y(n) pour tout n > ng++k
ce qui donne l'existence d’une solution du probleme (1.21).

ii) Maintenant on va montrer I'unicité de la solution, pour cela supposons qu’il
existe deux solutions {y(n)}}2, et {y(n)}}2, du probleme (1.21), alors
{z(n)},;=5, ot z(n) = (y —¥)(n), Vn € Ny, est une solution de I'équation
(1.22) avec g = 0 et ¢cg = ¢, = ... = ¢,—1 = 0. Comme on a vu dans la
peruve de 'existence d’une solution, il est facile de montrer que z = 0, ce
qui implique 'unicité de la solution.

Exemple 1.2.1 On considere [’équation aux différences linéaires d’ordre deuz sui-
vante

y(n+2)+ HL%—I yin+1)—3y(n)=n, neN (1.23)
avec y(0) =1 et y(1) = —1 et on va calculer y(3) et y(4).

D’abord, nous récrivons ’équation (1.23) sous la forme

y(n+2) = y(n+1)4+3y(n)+n, neN. (1.24)

n+1

Posons n =0 dans "équation (1.24), on aura

12



1.2. Equations aux différences linéaires a coefficients variables

pour n =1 on obtient

— -7
y(3) = (@) +3y(1) +1=
Lemme 1.2.1 Soit l'opérateur L défini par
k
Ly(n) = Zpl(n)y(n +k—1), n€N,. (1.25)

i=0
Alors L est linéaire.

Démonstration. Soit o, 5 € R. Alors

k

Liax(n) + By(n)) = Y pi(n)(ax(n+k—i) + By(n +k — i)

:Ok k
= aZpi(n)x(n +k—1)+ Bsz(n)y(n +k—1)

= alz(n)+ BLy(n).
[
Remarque 1.2.1 Soit L défini par (1.25). Alors I’équation (1.18) prend la forme
Ly(n) = g(n), n € Ny, (1.26)

et [’équation (1.19) sera
Ly(n) =0, n € N,, (1.27)

avec po(n) =1, n € N, .

Proposition 1.2.1 Soit S l’ensemble des solutions de l’équation (1.27). Alors S

est un espace vectoriel sur R.

Démonstration. Conséquence directe du Lemme 1.2.1. m

Définition 1.2.4 Soient f;(n), i € {1,...,r} des fonctions définies sur N,,,.

13



1.2. Equations aux différences linéaires a coefficients variables

On dit que f;(n) sont linéairement indépendantes sur N, si
'
Vo, € R, Zaifi(n) =0,VneN,,— a; =0, Vie{l,...,r}.
i=1

Exemple 1.2.2 3",n3" et n?3" sont linéairement indépendantes sur N*.

En effet

13" + aon3" + asn?3" =0, Vn e N* = a3 +an+azn? =0, Vn e N*

= 061:062:063:0.

Définition 1.2.5 Un ensemble de k solutions de l’équation (1.27) linéairement

indépendantes est dit ensemble fondamental de solutions de cette équation.

Définition 1.2.6 Soient {y;(n)},122 , {ya(n) 112 ... {ye(n)} 20 des solutions

n=ng’ n=ng’ n=ng

de léquation (1.27). On définit le Casoratien W (n) de ces solutions par

yi(n) ya(n) e yi(n)
W (n) = y1(n:+ 1) yg(n:—i— 1) yk(n:—i- 1) meN,. (1.29)
pn+k—=1) yon+k—1) -+ y(n+k—1)

Exemple 1.2.3 Considérons [’équation aux différences suivante

3 1
y(n+2)+ §y(n +1)+ §y(n) =0, neN. (1.29)

1 ny +oo
Vérifions que {(—1)"}2% et { (—5) } sont des solutions de l’équation (1.29)
n=0

et calculons leur Casoratien.

On a

3 n 1 n
(—1)’”24‘5(—1) +1+§(—1) = 0,

et

14



1.2. Equations aux différences linéaires a coefficients variables

I
Par définition le Casoratien W (n) de {(—1)"}125 et {(_§> } est

n=0

2n+1’

Lemme 1.2.2 (Lemme d’Abel) Soient {y1(n)},}=, ., {v2(n) 115, {ve(n) =,

des solutions de ’équation (1.27) et soit W (n) leur Casoratien, alors

W(n) = (—1)kn=n0) (ﬁ pk(i)> Wi(ng), Vn € N,,,. (1.30)

Pour démontrer ce lemme on a besoin du lemme suivant.

Lemme 1.2.3 Considérons l’équation aux différences linéaire du premier ordre

sutvante
y(n+1) =a(n)y(n), Vn € N, (1.31)

avec y(ng) = yo et a(n) est une fonction définie sur N,,, alors la solution de

Uéquation (1.31) est définie sur N, par

y(n) = [H a(z')] 4o (1.32)

Démonstration. (Par récurrence)

Pour n = ng + 1, de I’équation (1.31) on a

y(no + 1) = a(ng)y(no) = a(no)yo = [H a(z yo] ;

i=ng

donc (1.32) est vraie pour n = ng + 1.

Maintenant supposons que (1.32) est vraie pour n et montrons la pour

15



1.2. Equations aux différences linéaires a coefficients variables

n+ 1.
On a

y(n+1) = a(n)y(n) = a(n) [1:[ a(i)] Yo = [H a(i)] Yo-

1=ng 1=ng

D'ou (1.32). m

Démonstration du Lemme 1.2.2

On va démontrer le lemme pour k£ = 3 et de la méme maniere on
peut montrer le cas général.

Considérons I’équation aux différences
y(n+3) +pi(n)y(n +2) + pa(n)y(n +1) + ps(n)y(n) = 0, n €Ny, (1.33)

Soient {y1(n)},125,, {y2(n)}125, et {ys(n)},1=5, trois solutions de I'équation

(1.33) alors le Casoratien de ces solutions est
yiln+1)  w(n+1)  ys(n+1)

W(n+1) = yi(n+2)  ya(n+2)  y3(n+2) , n €Ny, (1.34)

yi(n+3)  yn+3)  ys(n+3)

de L’équation (1.33), on a

yi(n +3) = —p1(n)yi(n + 2) — pa(n)ys(n + 1) — p3(n)yi(n), i=1,2,3, n €N,

16



1.2. Equations aux différences linéaires a coefficients variables

et
yi(n+1) ya(n+1) ys(n+1)
yi(n +2) ya(n +2) ys(n +2)
Wnit) = | e +2)  —pwn+2)  —pwh+2) | oy

—pa(n)yi(n+1)  —pa(n)ya(n+1)  —pa(n)ys(n+1)

—ps(n)yi(n) —p3(n)y2(n) —p3(n)ys(n)

En utilisant les propriétés des déterminants on trouve
yi(n+1) Y2(n +1) ys(n+1)
Wn+1) = yi(n+2) Ya(n + 2) ys(n+2)

—ps(m)yn(n)  —ps(n)ya(n)  —ps(n)ys(n)

pn+1)  p+l)  ys(n+1)

— —ps(n) yiin+2)  yn+2)  ys(n+2)

yi(n) ya(n) ys(n)

y(n) ya(n) ys(n)
— _py(n)(=1)2 nn+2)  y(n+2) y(n+2)

yiln+1)  wa(n+1)  y(n+1)

= (=1)°p3(n)W(n), n € Ny,.

D’ou

W(n+1)=(=1)%ps(n)W(n), n € N,,. (1.35)

17



1.2. Equations aux différences linéaires a coefficients variables

D’apres le Lemme 1.2.3, on obtient

Ce qui donne le résultat.

Remarque 1.2.2 Si I"équation (1.27) est a coefficients constants p1, pa, ..., Pk,

alors

W(n) = (=)W (ng). (1.36)

Corollaire 1.2.1 Supposons, dans (1.27), que px(n) # 0 pour tout n € N,,,. Alors
W(n)#0, Yn € N,,, <= Wi(ng) #0.

Théoréme 1.2.2 L’ensemble {{y1(n)} 2 | {yo(n) 12 ... {ye(n)} i} des

n=mng?’ n=ng’ " ° n=ngo
solutions de l’équation (1.27) est un ensemble fondamental de solutions si et seule-
ment si W{(ng) # 0.

Démonstration. Soient {y1 (1)}, . {v2(n) 125, {ye(n) 125,

des solutions de I’équation (1.27) et soient «;, @ € {1, ..., k} des constantes

réelles. Supposons que
a1y1(n) + agya(n) + -+ + agyr(n) =0, Vn € Ny,
alors on trouve k équations

a1y1(n) + aaya(n) + -+ + apye(n) = 0,

apyr(n+1) +agya(n+ 1)+ -+ agyr(n + 1) = 0,

ayrn+k—1)4+ay(n+k—1)+ -+ apyp(n+k—1)=0.

Donc

Y(n)¢ = (0,0,...,0)" (1.37)

18



1.2. Equations aux différences linéaires a coefficients variables

y1(n) y2(n) Yx(n)
yi(n+1) ya(n+1) yr(n+1)
Y(n) = ,
yiin+k—=1) yoln+k—=1) - yn+k—1)
et
6 = (Ozl, Qo, ... ,Ozk)t.

Observons que

W(n) =detY(n).

L’équation (1.37) admet une seule solution qui est la solution triviale

(nulle) ie., a; = as = ... =y = 0 si et seulement si
detY(n) =W(n) #0, Vn € N,,.

En combinant cette condition avec le Corollaire 1.2.1 on obtient le

résultat voulu. m

Exemple 1.2.4 Montrer que {{2"}20, {(=3)"},'2%} est un ensemble fondamental

de solutions de ’équation
yn+2)+yn+1)—6y(n) =0, neN. (1.38)

i) Il est facile de montrer que {2"}120 et {(—3)"}2% sont des solutions de
I’équation (1.38).

ii) Soit W (n) le Casoratien des suites {2"}.129 et {(—3)"}./29, alors

19



1.2. Equations aux différences linéaires a coefficients variables

donc
11
W) =
2 -3
— 540,
D’apres le Théoreme 1.2.2, {{27}120 {(—=3)"}20} est un ensemble fon-

damental de solutions de I'équation (1.38).

Théoreme 1.2.3 (Théoréme fondamental) Considérons l’équation (1.27). Si
pr(n) # 0 pour tout n € N,,,, alors I"équation (1.27) admet un ensemble fonda-

mental de k solutions.
Démonstration. D’apres le Théoreme 1.2.1, le probleme
yi(n + k) +pi(n)yi(n+k —1) + -+ pe(n)yi(n) = 0, n € Ny,
yilno+i—1)=1, yi(no+4)=0, j#i—1 1<i<k,

admet des solutions {y1(n)}2° | {ya(n)}r2 ... {yx(n) 1122 | soit

n=ngo b n=no ) n=no )

W (n) leur Casoratien. Alors

y1(no) y2(no) T Yr(10)
yl(no + 1) yg(no + 1) s yk(no + 1)
Wing) =
yi(no+k—1) yo(no+k—1) -+ yp(ng+k—1)
1 0 0
01 0
00 1
d’ou

Wi(ng) = detL, =1 #0,
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1.2. Equations aux différences linéaires a coefficients variables

donc d’apres le Théoreme 1.2.2, {{y1(n) },=5,, {v2(n) 1,25, - {un(n) 1125,

n=nog?’ n=ngo

est un ensemble fondamental de solutions de I’équation (1.27). m

Corollaire 1.2.2 L’espace S des solutions de ’équation (1.27) est de dimension
k.

Maintenant on considere 1’équation (1.26) ou g est une fonction
discrete tel que g(n) # 0, Yn € N,,,.

On peut facilement vérifier le lemme suivant

Lemme 1.2.4 La différence entre deux solutions de l’équation (1.26) est solution
de ’équation (1.27).

Remarque 1.2.3 L’ensemble des solutions de ’équation (1.26) n’est pas un es-

pace vectoriel.

Théoréme 1.2.4 Soient {y;(n)},12° i € {1,...,k} des solutions linéairement indépendantes

n—= 77,07

de léquation (1.27) et soit {y,(n)}}2, une solution particuliere de I'équation

(1.26), alors toute autre solution {y(n)} > de l’équation (1.26) s’écrit sous la

nno

forme

Zczyl +y,(n), ¢ eRyie{l,. ..k} etneN,.

Démonstration. Soient {y(n)},!>, une solution de I'équation (1.26)

et {yp(n)},;2, une solution particuliere de la méme équation. D’apres

le Lemme 1.2.4 la suite {(y —y,)(n)},/2, est une solution de I'équation

n=ng
(1.27).
Donc
k
y(n) - yp(n) = Zciyz( )7 n < Nno
=1
d’ou
Zczyz + yp )7 n c Nno
| ]
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1.2. Equations aux différences linéaires a coefficients variables

1.2.1 Méthode de la variation de la constante

Considérons 1’équation aux différences non homogene du second

ordre suivante

yn+2) +pi(n)y(n+ 1)+ pa(n)y(n) = g(n), n € N, (1.39)

ou p;, i = 1,2 et g sont des fonctions réelles définies sur N, p2(n) # 0
et g(n) # 0 pour tout n € N,,, .

L’équation homogene associée a (1.39) est

y(n+2) +pi(n)y(n + 1) + pa(n)y(n) = 0. (1.40)

Soient {y1(n)},125,, et {y2(n)};2,, deux solutions linéairement indépendantes

de 'équation (1.40). On pose

y(n) = cr(n)yi(n) + c2(n)ya(n) (1.41)

est une solution particuliere de I’équation (1.39) ou {ci(n)};2, et

{ea(n)}i=, sont deux suites qui seront déterminées apres. Alors

Yn+1) = eyn+ Dgln+ 1)+ e+ Do+ 1)
= 4cn)ya(n+ 1) + Acy(n)yr(n + 1)
+Aco(n)y2(n+ 1), n €N, (1.42)

avec A est 'opérateur défini par (1.1).

Cette méthode impose que
Aci(n)yr(n+1) + Aca(n)y2(n +1) =0, n € N,,. (1.43)
De (1.42) et (1.43) on obtient

yn+2) = c(n)yi(n+2) + ca(n)y2(n+2) + Acy(n)yr (n + 2)
+Acy(n)ya(n+2), neN,,. (1.44)
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1.2. Equations aux différences linéaires a coefficients variables

Substituons (1.41), (1.42) et (1.44) dans (1.39) on trouve

Aci(n)yi(n+2) + Aca(n)yz(n +2) = g(n), n € N,,. (1.45)

Soit W (n) le Casoratien des solutions {y;(n)}2 et {ya(n)} > . Alors

n=ng n=ng

yi(n+1) ya(n+1)
y1(n+2) yo(n+2)
= yi(n+ Dya(n+2) — ya(n+ Dy (n + 2). (1.46)

Wn+1) =

Multiplions (1.45) par y»(n + 1) on trouve

Aci(n)yr(n+ 2)ya(n + 1) + Aca(n)ya(n + 2)y2(n + 1) = g(n)ye(n + 1).  (1.47)
En combinant (1.43) et (1.47) on obtient
Aci(n) (i(n+2)y2(n+1) = ga(n+2)y(n + 1)) = g(n)y2(n + 1), (1.48)

ce qui implique

_ —9()ya(n+1)

A = N, .
ei(n) Wt o S
En utilisant (1.10) on a
n—1 . .
—g(i)y2(i + 1)
= N, .
a() — W(i+1) e S
De la méme maniere on trouve
gn)y;(n+1)
A = N,
o) ="gnrn 0 "N
d’ou )
— gy (i + 1)
= N,,
() Wi+ e
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1.3. Equations aux différences linéaires a coefficients constants

1.3 Equations aux différences linéaires a

coefficients constants

1.3.1 Résolution de I’équation homogene
Dans ce paragraphe on s’intéresse aux équations aux différences
linéaires homogenes a coefficients constants d’ordre k de la forme

yn+k)+py(n+k—1)+-+py(n) =0, n €N (1.49)

avec p;, 1 € {1, ..., k} sont des constantes réelles et py # 0. Notre objec-
tif est de trouver un ensemble fondamental de solutions de I’'équation

(1.49) et par conséquent sa solution générale.

Proposition 1.3.1 Soit A un nombre complexe non nul. Si la suite définie par
y(n) = X", VYn € N est une solution de l’équation (1.49), alors X est solution de
[’équation

/\k _|_p1/\k_1 + 4 g =0. (150)

Démonstration. Soit y(n) = A", Vn € N. Substituons les termes de

cette suite dans (1.49) nous obtenons
AR p XL A" =0, n €N (1.51)

donc
NN +p A4 4] =0, neN (1.52)

d’ott (1.50). m

Remarque 1.3.1 L’équation (1.50) est appelée équation caractéristique associée

a l’équation (1.49).

Théoreme 1.3.1 Soient \;,i € {1,....k} les solutions distinctes de l’équation
(1.50). Alors

{NT, AL, AL} est un ensemble fondamental de solutions de ’équation (1.49).
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1.3. Equations aux différences linéaires a coefficients constants

Démonstration. Soient {7} i € {1, ..., k} des solutions de I’équation

(1.49) et W (n) le Casoratien de ces solutions, d’apres le Théoreme 1.2.2
il suffit de montrer que W(0) # 0 .

On a
1 1 |
A A Y
woy = |7 7T
/\llc—l Aé:—l . Az—l

c’est le déterminant de Vandermonde, alors
wo) = [ y=x), (1.53)
1<i<j<k

Puisque les \;,i € {1,...,k} sont distinctes, il résulte de (1.53) que
W(0) # 0, donc {A7,..., AR} est un ensemble fondamental de solutions
de I’équation (1.49). m
Corollaire 1.3.1 La solution générale de l’équation (1.49) est donnée par
k
y(n) = Zcz-)\?, ¢; €C, neN.

i=1

Lemme 1.3.1 Soient A\, Ao, ..., A\, des solutions de l’équation (1.50) de multipli-
cités my, mo, ..., m, respectivement tels que r < k et my +ms + ... +m, = k.
Alors

IOVITIP VIS T D VD VOUNUIE L) VORI LIRRRIN L
est un ensemble fondamental de solutions de [’équation (1.49).

Pour la démonstration (voir [2]).

Corollaire 1.3.2 La solution générale de I’équation (1.49) s’écrit sous la forme
r m;—1

Yn = Z Z ci M N! ci;j €C, neN

i=1 j=0
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1.3. Equations aux différences linéaires a coefficients constants

Exemple 1.3.1 (Racines réelles simples)

Considérons ’équation aux différences suivante
yn+2)+2yn+1)—y(n)=0,neN (1.54)

avec y(0) =0 et y(1) = 1.

L’équation caractéristique associée a l’équation (1.54) est
M 422 -1=0
et les solutions de cette équation sont
AM=—1-V2et dg=-1+V2.
Donc la solution générale de l’équation (1.54) est
y(n) =¢ (—1—\/§>n+62 (—1+\/§>n, (c1,¢3) €ER?, neN.
D’apres les conditions initiales on a

01+62:0,
a4 (-1-v2)+e(-1+v2) =1,
donc

1
= —= €t cg = ——,
1 /2 2 o)

d’ot la solution de l’équation (1.54) avec y(0) =0 et y(1) =1 est
(n) _1( 1-v2) 4+ ! (-1+v2)", neN
n)=——_-1- — (= ,n :
Y 2V/2 2V2

Exemple 1.3.2 (Racines réelles multiples)

Considérons l’équation aux différences suivante

y(n+2) ~y(n+1)+ Jy(n) =0, neN (1.55)

avec y(0) =1 et y(1) = 0.
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1.3. Equations aux différences linéaires a coefficients constants

L’équation caractéristique associée a cette équation est
1
M-+ =0.
+ 4
Les racines de cette équation sont
1 e
A2 = 3 de multiplicité m = 2.
Donc la solution générale de I’équation (1.55) est
1\" 1\" )
Yn = C1 3 + con 5) (c1,¢0) € R7, neN.
D’apres les conditions initiales on a
C1 = 0,
1 i 1 0
—_ C —_ —
2 "7\ 2 ’
donc ¢y =1 et co = —1 et la solution de l’équation (1.55) avec y(0) =1 et y(1) =0
1\" 1\"
== — = e N.
s =(3) =n(3) n

Exemple 1.3.3 (Racines complexes) Considérons l’équation aux différences sui-

est

vante

y(n+2)+py(n+1)+py(n) =0, neN (1.56)

et supposons que l’équation caractéristique associée a (1.56) admet deuz solutions

complexes

AM=a+if et g =a—1if, (o, B) € R?,

donc la solution générale de I’équation (1.56) est

y(n) = ci(a+iB)" + co(a —iB)", (c1,c2) € C*, n €N,
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1.3. Equations aux différences linéaires a coefficients constants

Maintenant on utilise les coordonnées polaires i.e.,

o =rcosb,
B =rsind,
donc

y(n) = ci(rcos@+irsind)" + co(rcosf — irsin 6)"
= c¢17"(cosnb + isinnb) + cor"(cos nf — isinnb)
= 1" [(c1 + ¢2) cos(nb) + i(cy — c2) sin(nb)]

= 7r"[ay cos(nf) + azsin(nb)], n € N

ol ay =1+ ¢y et ay =i(c; — ¢3).

Soit
ai . ag a1
cosw:ﬁ, smw:?, w = arctan | — | .
\aj + aj Vay+ aj az

alors la solution générale de l’équation (1.56) devient
"1/ a2 + a3 [cos w cos(nd) + sin w sin(nd)]
r"\/a? + a3 cos(nh — w)

= Ar"cos(nd —w), n e N

y(n) =

avec A = \/a? + di.

1.3.2 Meéthode des coefficients indéterminés
Dans cette partie on s’intéresse aux équations aux différences linéaires
non homogenes a coefficients constants d’ordre £ de la forme

yin+k)+py(n+k—1)+-- +py(n) =g(n), neN (1.57)

ou g est une fonction réelle non nulle définie sur N, p;,;i € {1,...,k}
sont des constantes réelles et pp # 0. Notre objectif est de trouver une
solution particuliere de I’équation ci-dessus en utilisant la méthode des

coeflicients indéterminés.
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1.3. Equations aux différences linéaires a coefficients constants

Définition 1.3.1 Soient g une fonction réelle définie sur N et E opérateur défini

par (1.2). Un polynome opératoriel N(E) est dit annulateur de g si on a
N(E)g(n) =0, VneN. (1.58)

Exemple 1.3.4 1. N(E) = E — 31 est un annulateur de la fonction définie
sur N par g(n) = 3™.
2. N(E) = E? + I est un annulateur de la fonction définie sur N par h(n) =

nm
coSs 5 -

Maintenant on va écrire I’équation (1.57), en utilisant I'opérateur FE,

sous la forme

P(E)y(n) =g(n), neN (1.59)

ol P(E) = Ek +p1Ek71 —+ .- —|—ka.
Supposons que N (F) est un annulateur de g et nous appliquons N(FE)

sur les deux membres de (1.59) on trouve

N(E)P(E)y(n) =0, neN. (1.60)
Soient A\, A9, ..., A\x les solutions de ’équation caractéristique associée
a (1.60) et py, pto, . . ., g les solutions de 1'équation caractéristiques as-
sociée a I’équation
N(E)y(n) =0, neN. (1.61)

Alors on a deux cas

Cas 1 X\, # p;,Vi,j € {1,2,...,k}. Dans ce cas on prend une solution particuliere
{yp(n)}}29 sous la forme de la solution générale de 1'équation (1.61) mais avec
des constantes qui seront déterminées apres la substitution de {y,(n)} >

dans I"équation (1.57).

Cas 2 3,5 € {1,2,...,k} tel que \; = p;. Dans ce cas on considere une solution
particuliere sous la forme de la solution générale de I’équation (1.60) apres

éliminer les termes qui sont dans la solution générale de I’équation homogene
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1.4. Analyse de la stabilité des solutions

associée a (1.57) puis substituons cette solution dans I’équation (1.57) pour

déterminer les constantes.

1.4 Analyse de la stabilité des solutions

Dans cette partie on donne quelques éléments de la théorie de la

stabilité des solutions des équations aux différences linéaires.

Définition 1.4.1 On dit qu’une solution {y(n)}12° de l’équation (1.19) est stable

n=ng

+oo

v, de la méme équation la suite {e(n)}, 2

si pour toute autre solution {y*(n) il

ot e(n) = y(n) — y*(n) est bornée pour tout n € N, .

“+oo

n=ng

Sinon on dit que {y(n) est instable.

Définition 1.4.2 On dit qu’une solution {y(n)} 2 de I’équation (1.19) est asymp-

n=ng

totiquement stable si pour toute autre solution {y*(n)}}=, ~de la méme équation

on a

lim e(n)= lim (y(n) —y*(n)) =0.

n—-4oo n—-4oo

Exemple 1.4.1 Considérons de nouveau l’équation (1.55). D’aprés L’exemple 1.3.2

la solution générale de cette équation est de la forme
1\" 1\" 9
y(n) = 3 + con 5) (c1,c2) €R
so0it
* ’ 1 " ! 1 " ! / 2 / !
y*(n) = ¢ 3 + cyn 5) (c1,¢9) € R?, (¢q,¢9) # (€1, 02)
une autre solution de l’équation (1.55). Il est clair que

donc {y(n)}12,, est asymptotiquement stable.

Exemple 1.4.2 Considérons l’équation aux différences

y(n+3) = (a+ B+ 1y(n+2)+(a+F+ab)y(n+1)—afy(n) =0, n €N, (1.62)
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1.4. Analyse de la stabilité des solutions

avec (o, B) € R?, |a| < 1 et |B] < 1.

L’équation caractéristique associé a (1.62) est

A=DA=-a)(A=p) =0,

donc toute solution {y(n)}t2 s’écrit sous la forme

y(n) = 1 + ca” + 38", (c1,¢2,¢3) € R?
soit {y*(n)},12% une autre solution de l’équation (1.62), alors
y*(n> = Cll + C;an + c;)ﬁna (Cllv 0/27 C;)) € IR37 (cllu Cl27 C;)) ?é (017 Ca, 03)

donc

ly(n) —y" ()| < ler = e + e — cal + ez — ¢,

d’ou {y(n)} % est stable.

Théoreéme 1.4.1 On considére I'équation (1.49) et soit {y(n)}12, une solution

“+oo

n, €St stable si et seulement si les modules des

de cette équation. Alors {y(n)
solutions de l’équation caractéristique (1.50) sont inférieurs ou égales a 1, avec

ceux de module égale a 1 sont des racines simples.

Démonstration. Soient {y(n)};%, et {y*(n)}2,, deux solutions
différentes de ’équation (1.49) et soient \;, 7 € {1,2,..., s} les solutions
de I’équation (1.50) de multiplicités m;,i € {1,2,..., s} respectivement

et > m; = k. Alors

=1
y(n) —y*(n) = Z (cij — czj)nj)\?, (¢ijs c;j) e R? (1.63)

Il est clair que si n est fini, la quantité (1.63) est bornée, il nous
reste a étudier le comportement de cette quantité quand n tend vers

+00.

i) Supposons que la quantité (1.63) est bornée et qu’il existe une solution de
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1.4. Analyse de la stabilité des solutions

I'équation (1.50) de module strictement supérieur a 1, alors la quantité (1.63)

tend vers 'infini. Donc on a une contradiction avec I’hypothese.

ii) Inversement, les termes qui correspondent a des racines de modules stricte-
ment inférieurs a 1 tends vers zéro et ceux qui correspondent a des racines

de module égale & un (donc simples) donnent une quantité bornée.

Théoréeme 1.4.2 Soit {y(n)}=, une solution de I"équation (1.49). Alors {y(n)}{=5,
est asymptotiquement stable si seulement si toutes les solutions de I’équation (1.50)
sont a lintérieur du disque unité.

Démonstration. Soient {y(n)},}=, , {7(n)}I5y deux solutions différentes

de I'équation (1.49) et A\;,i € {1,2,...,s} les solutions de 1'équation
(1.50) de multiplicités m;,i € {1,2,..., s} respectivement et > m; = k.

=1
On a .
y(n) = Z Z cijn’ Ny ¢ €R
i=1 j§=0
et
s m;—1
y(n) = Z Z Ei,j n’ )\?, Em‘ - R,
i=1 j=0
ainsi X
y(n) —y(n) = Z Z (cij — Cig) 07 AT (1.64)
i=1 j=0

i) Supposons que

lim (y(n) —7y(n)) =0,

n—-—+00
et qu’il existe une racine caractéristique A* de module supérieur ou égale a

un, donc les termes n’/(\*)" ne tend pas vers zéro (c’est une contradiction).

ii) Inversement si |\;| < 1,Vi € {1,2,...,s} alors le membre de droite de

I'équation (1.64) tend vers zéro quand n tend vers 'infini i.e.,

lim (y(n) —F(n)) = 0.

n—-+o0o
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1.5. Exercices

Le tableau suivant est utilisé pour trouver ’expression de quelques

solutions particulieres y,(n) de I'équation (1.57).

g9(n) Yp(n)
o cra”
k

| |
| |
| nkam | (co+cin+ -+ nF)an
I sm(bn) « cos(bn) |
| n) | (

|
(¢q sin(bn) + ¢ cos(bn))a™ |
)|

nFa™ sin(bn), nfa™ cos(b co+an+ -+ nfatsin(bn) + (do + din + - - - + dpn®)a™ cos(bn)

TAB. 1.1 — Une solution particulicre y, si a n’est pas une solution de I'équation
caractéristique (1.50).

1.5 Exercices

Exercice 1.5.1 Soit \; e R;i € {1,2,...,k} avec k € N* — {1}. Montrer que

1 1 1
/\1 )\2 e )\k
W()\l,)\g,...,/\k) — . . . . - H (/\J —)\1>
: : Lo 1<i<j<k
)\]f_l )\Izﬂ—l . )\]g—l

Exercice 1.5.2 On considére ’équation auz différences suivante

y(n+1) =a(n)y(n) +g(n), neN, (1.65)

ot a, g : N — R sont des fonctions discrétes et y(0) = yo.
n—1
1. Posons y(n) = (H a(i)) z(n), n €N dans (1.65). Montrer que
i=0

Az(n) = g(_n)’ Vn € N puis déduire z(n), ¥n € N.

1a()

2. En utilisant la question précédente, montrer que

y(n) = (H )yo—f-z ( IT « > g(r), neN (1.66)

=0 r=0 \i=r+1

33
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3. Montrer que la solution de l’équation
y(n+1)=by(n)+c, neN, (1.67)

ot b,c € R et y(0) = yo est donnée par

byo+c(2=L), sib#£1
y(n)Z{ v c(bfl) sib# , neN.

Yo+cn, sib=1
Exercice 1.5.3 Montrer que {{n}'20,{2"}'20} est un ensemble fondamental de
solutions pour l’équation aux différences

3n —2 2
n Zy(n+1)+ n—f”ly(n) —0, neN. (1.68)

y(n+2)—

Exercice 1.5.4 Considérons [’équation auz différences suivante
y(n+2) + pi(n)y(n +1) + pa(n)y(n) = 0, neN. (1.69)

Soint {y1(n)}12%, {y2(n)}2 deux solutions de l'équation (1.69) et W (n) leur

Casoratien. Montrer que

y2(n) = y1(n) (i%) , neN. (1.70)

r=0 N

Exercice 1.5.5 Déterminer la solution générale de I’équation aux différences sui-
vante

y(n+3)+3y(n+2) —4y(n+1) —12y(n) =0, n €N (1.71)

Exercice 1.5.6 Déterminer la solution générale des équations suivantes par la

méthode des coefficients indéterminés.

1) y(n+2)+8y(n+ 1)+ 12y(n) = e, n e N.
2) y(n+2)+8y(n+1)+ Ty(n) =n2", neN.
3) yn+2)—y(n+1)—6y(n) =53" neN.
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Chapitre 2

Equations aux différences non

linéaires

Nous commencons ce chapitre par quelques définitions concernant
les équations aux différences non linéaires; ensuite nous présentons la
méthode de linéarisation et quelques types d’équations aux différences
non linéaires qui peuvent étre résolus en les transformant aux équations
aux différences linéaires. Nous terminons ce chapitre par I’étude du com-
portement asymptotique d'une équation aux différences non linéaire et

d’une série d’exercices.

2.1 Définitions

Dans cette section, on désigne par I une partie de R.

Définition 2.1.1 Soit f : I**' — I une fonction continue, alors I’équation aux

différences d’ordre k + 1 suivante
z(n+1)= f(z(n),z(n—1),...,2(n—k)), neN (2.1)

est dite non linéaire si elle n'est pas de la forme (1.18).

Définition 2.1.2 Une solution de l’équation (2.1) est une suite {x(n)}1>, qui

satifait ’équation (2.1) pour tout n € N.
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2.2. Points d’équilibre et stabilité

Si nous précisons k + 1 conditions initiales
x(—k),z(=k+1),...,2(0) € I,

alors

et la solution {z(n)} > , existe et unique pour tout n > —k et elle est

définie par les conditions initiales.

Définition 2.1.3 Soit {z(n)}'>°, une solution de I’équation (2.1) et soit p > 1

n=—=k

un entuer.
1. On dit que {x(n)} 1>, est éventuellement périodique de période p s’il existe

un entier ny > —k tel que
z(n+p)==z(n), Vn € N,,.
2. Sing = —k on dit que {x(n)} >, est périodique de période p.

n=—k

Définition 2.1.4 Soit {x(n)}1>, une solution de l’équation (2.1).
On dit que {x(n)}1>°, est permanente si 3 m, M > 0 et si 3 ng € N tels que

m <z, <M, VneN,,.

Définition 2.1.5 Soit J un intervalle de R tel que J C I, alors J est appelé

intervalle invariant pour l’équation (2.1) si

z(—k),z(=k+1),...,2(0) € J = x(n) € J,Vn € N,

2.2 Points d’équilibre et stabilité

Définition 2.2.1 On dit que T € I est un point d’équilibre de ’équation (2.1) si

z=f(z,T,..,T).
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2.2. Points d’équilibre et stabilité

Définition 2.2.2 Soient {z(n)}>°, une solution de l’équation (2.1) et T un point
d’équilibre de la méme équation.

On dit que {x(n)} 1>, est non oscillatoire autour du point T si
dng € N, z(n) >7, Vn € N,

ou

dngeN, z, <%, Vn € N,,,

—+00

2 est oscillatoire autour du point T.

sinon on dit que {x(n)

Définition 2.2.3 Soit T un point d’équilibre de l’équation (2.1).

1. On dit que T est stable siVe > 0,35 > 0 tel que si {z(n)}>° , est une solution
de l'équation (2.1) avec les conditions initiales x(—k), x(—k+1),...,2(0) € I

vérifiant
|z(=k)—Z |+ |2x(=k+1)—Z|+--+ | z(0) =T |< 0,
alors
| z(n) — T |< e, Vn > —k.

Sinon on dit que T est instable.

2. On dit que T est asymptotiquement stable si T est stable, et s’il existe v > 0
tel que si {x(n)}12°, est une solution de l’équation (2.1) avec les conditions

initiales x(—k),x(=k +1),...,2(0) € I vérifiant

|2(=k) =T |+ |x(=k+1) =T |+---+|2(0) =T |< 7,

alors
l =T
3. On dit que T est altractif si pour toute solution {z(n)}}> . de l’équation

(2.1) avec les conditions initiales x(—k), x(—k +1),...,2(0) € I, on a

lim z(n) =T7.

n—--+o0o
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2.2. Points d’équilibre et stabilité

4. On dit que T est globalement stable si T est asymptotiquement stable et at-

tractif.

Maintenant on suppose que

fo It T

(u07u17"'7uk) E— f(UO,Uh...,Uk)

est une fonction différentiable dans un voisinage du point (7, 7, ..., ), ot

T est un point d’équilibre de I’équation (2.1). Soient p; = %(E, Z,...,T) pouri =
0,1,...,kles dérivées partielles de f au point T par rapport a ug, uy, . . . , Ug
respectivement.
Définition 2.2.4 L’équation
yn+1)=py(n) +pyin —1)+---+pry(n — k), n €N (2.2)

est appelée équation linéaire associée a l'équation (2.1) autour du point T, et
I’équation

NeAL pod — A —pp =0 (2.3)

est appelée équation caractéristique de l’équation (2.2) autour du point T.

Théoreme 2.2.1 (Stabilité par linéarisation [4]) Soit T un point d’équilibre
de léquation (2.1).
1. Si toutes les solutions de ’équation caractéristique (2.3) sont dans le disque

unité ouvert, alors le point d’équilibre T est asymptotiquement stable.

2. Si au moins une solution de l’équation caractéristique (2.3) est de module

strictement supérieur a 1, alors le point d’équilibre T est instable.

Définition 2.2.5 Soit T un point d’équilibre de ’équation (2.1). On dit que T est
hyperbolique s’il n’y a pas des solutins de l’équation (2.3) de module égal a un,

sinon T est appelé non hyperbolique.
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2.2. Points d’équilibre et stabilité

Théoreme 2.2.2 [4] Considérons l’équation suivante

ot po, p1 € R. Alors les deux solutions de (2.4) sont dans le disque unité ouvert si

et seulement si

lpo| <14+p1 <2 (2.5)

Théoréme 2.2.3 [4] Soit l’équation d’ordre trois suivante
)\3—|—p0>\2 +p1)\ + p2 = 0 (26)

ot po, p1, P2 € R. Alors les trois solutions de (2.6) sont dans le disque unité ouvert

st et seulement si
[po + D2l <1+ p1, [po—3pal <3 —p1, s +p1— papo < 1. (2.7)
Théoreme 2.2.4 [4] Considérons l’équation d’ordre quatre suivante
A+ poA® + piA® 4 pad +p3 =0 (2.8)

ot po, P1, P2, ps € R. Alors les solutions de (2.8) sont dans le disque unité ouvert

st et seulement si

[po + p2| <14+ p1+ps, [p2—po|l <2(1—ps), pr —3p3 <3

et

P3 +p1+ D5+ P+ pap1 + papg < 14 2pspy + papo + pspapo + P (2.9)

Théoréme 2.2.5 (Théoréme de Rouché[1]) Soient f et g deux fonctions ho-
lomorphes sur un ouvert simplement connexe U du plan complezre C. Soit K un
compact contenu dans U et dont le bord T’ admet un paramétrage de classe C* par

morceaux. On suppose que

1£(Q) —9(Q)| < g(Q)], V¢ eT.
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2.3. Equations aux différences non linéaires qui se ramenent aux équations aux différences
linéaires

Alors f et g ont le méme nombre de zéros (comptés avec multiplicité) dans K.

Théoreme 2.2.6 (Théoréme de Clark[}]) Supposons, dans (2.3), que p; €
R, i€ {0,1,...,k}. Si

k
Z|pz’ <L
i=0
Alors toutes les solutions de (2.3) sont dans le disque unité ouvert.

Démonstration. Soit f et g deux fonctions définies sur C par
f( )\) — )\k‘—i—l

et
9()\) = —po)\k — = D1 A — Dk

En appliquant le théoreme de Rouché sur I' = {A € C, |A| = 1} on

trouve le résultat. m

2.3 Equations aux différences non linéaires
qui se ramenent aux équations aux

différences linéaires

Nous allons donner dans cette section quelques types d’équations
aux différences non linéaires qui peuvent étre résolus en les transfor-

mant aux équations aux différences linéaires.

2.3.1 Equation de Riccati homogene

On considere 1’équation aux différences homogene suivante

z(n+ 1)z(n) + p(n)z(n +1) +g(n)z(n) =0, ne N (2.10)
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2.3. Equations aux différences non linéaires qui se ramenent aux équations aux différences
linéaires

ou p et ¢ sont des fonctions définies sur N.

Tout d’abord on pose

y(n) = ﬁ nen. (2.11)
Alors 1
o(n) = 5. meN. (2.12)
et
t(n+1) = m nen. (2.13)

Substituons (2.12) et (2.13) dans (2.10) on trouve

1 1 1 1
—y(n+ 1)@ +p(n)—y(n+ 1 —|—q(n)m =0, neN.

Multiplions cette équation par y(n)y(n + 1) on obtient
1+ pn)y(n) +q(n)y(n+1)=0, neN. (2.14)

Il est clair que I’équation (2.14) est une équation aux différences linéaire

d’ordre un.

2.3.2 Equation de Riccati non homogene

Maintenant on considere I’équation aux différences non homogene

suivante
z(n+ Dzx(n) +pn)x(n+ 1)+ q(n)x(n) = g(n), n €N (2.15)

ol p, q et g sont des fonctions définies sur N.

Pour résoudre cette équation, on utilise un changement de variable

différent de (2.11).
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2.3. Equations aux différences non linéaires qui se ramenent aux équations aux différences
linéaires

On pose
(n) = y(;l(;l) _p(n), neN. (2.16)

Alors
r(n+1) = %13 Cpn+1), neN. (2.17)

Substituons (2.16) et (2.17) dans (2.15) on trouve

(LBt ) (P i) a0 (42— o+ 1))

y(n 1) e yn T 1)
+mm(“;;”—mm):mm,neN (2.18)
Donc
yin+2) ny(n—l—?)_ i y(n+1) y(n +2)
s Py TP DTGy TR
+wm%%%9—pmmm»=mm,neN
D’ou
MEEZ 1 (ato — pton+ 1) L2 pgat) =gt men 219)

Multiplions (2.19) par y(n) on obtient
y(n+2)+(q(n) —p(n+1))y(n+1) — (p(n)g(n) +g(n))y(n) =0, neN, (2.20)

c’est une équation aux différences linéaire homogene d’ordre deux.

2.3.3 Equation de Riccati généralisée

Soit I’équation aux différences

, neN, (2.21)

z(n+1)=

ou a,b,c et d sont des fonctions définies sur N telles que c¢(n) # 0 et

a(n)d(n) —b(n)e(n) #0, Vn € N.
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2.3. Equations aux différences non linéaires qui se ramenent aux équations aux différences
linéaires

On pose
c(n)x(n) +d(n) = , neN, (2.22)

de (2.22) on trouve

_yn+1) B d(n) o
z(n) = )y em)’ eN. (2.23)

Substituons (2.23) dans (2.21) on obtient

(n+1) d(n)

N - , neN, (2.24)
cn+1yn+1 c(n+1 y(nt+l) _ d(n)
(1 Dyln 1) eln 1) () (2l ) 4 )
ce qui implique
yntl) _ d(n)
y(n+2) _dm+¢):am)ﬁwwm cm)+bm) ven e
cn+1Dyn+1) c(n+1) y(err)l) ; . .
y(n

Multiplions (2.25) par ¢(n + 1)y(n + 1) on trouve

Mn+%—dm+DMn+D:Zg%m+DMn+D—Z$%Mkm+UMn+D
+b(n)c(n+ 1)y(n), neN, (2.26)
c’est a dire
B i c(n+ 1>a N "
vin-+2) = (dtn+ 1)+ D0t yio 1)
+mmmmy¢m¢m»d;;”mmzo,neN (2.27)

C’est une équation aux différences linéaire d’ordre deux.

2.3.4 Equation de type h (n, x(”ﬂ)) =0

On considere ’équation aux différences

h <n %) =0, neN (2.28)
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2.4. Etude du comportement des solutions d’une équation aux différences non linéaire

ou h est linéaire. Pour résoudre cette équation aux différences non

linéaires, on pose

z(n+1)

y(n+1) = ()

Y

donc I'équation (2.28) devient une équation aux différences linéaire de
la forme

h(n,y(n)) =0, n € N. (2.29)

2.3.5 Equation de la forme (x(n+k)) - (z(n))* =
g(n)

Soit I’équation aux différences
(x(n+ k) (x(n+k—1))2 - (x(n))** =g(n), neN (2.30)

our;, i€ {1,2,...,k+1} sont des nombres réels. Pour résoudre ce type
d’équations aux différences non linéaires, on utilise le changement de

variable suivant
y(n) = In(z(n))

donc on obtient ’équation aux différences linéaire suivante

riy(n+k)+royin+k—1)+-- +rpy(n) =0, n e N, (2.31)

2.4 FEtude du comportement des solutions

d’une équation aux différences non linéaire

Considérons le probleme suivant [3]

xz(n—1)
(z(n))k

ot (—1), z(0) € R%, a € RY et k € N*.

z(n+1)=a+ neN, (2.32)

Remarque 2.4.1 Toute solution de l’équation (2.32) est strictement positive.
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2.4. Etude du comportement des solutions d’une équation aux différences non linéaire

Lemme 2.4.1 L’équation (2.32) admet un seul point d’équilibre T > 1.

Démonstration. Soit 7 € R’ un point d’équilibre de I'équation (2.32),

alors
_ T
T=oa+ =,
T
donc
T —a7" 1 —-1=0,
d’ou

Alors les points d’équilibres de I’équation (2.32) sont les zéros de la

fonction g : R} — R définie par
vz eRY, g(x) =z —2""F —a. (2.33)

On distingue deux cas

Cas k =1 La fonction g(x) devient
g(x) =T — Q- 17

donc I'équation g(x) = 0 a une solution unique x = o + 1 > 1.

Cas k>1 Ona
Jx)=1-(1—-Fkz">0, VreR:,

donc g est croissante sur R et comme

g(1) = —-a<0 et lim g¢(z) = 400,

r——400

alors I’équation g(z) = 0 a une solution unique x > 1.

Lemme 2.4.2 L’équation linéaire associée a l’équation (2.32) est

—k 1
y(n+1) = ?y(n) + %y(n —1), neN
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2.4. Etude du comportement des solutions d’une équation aux différences non linéaire

Démonstration. Considérons la fonction

R xR, — RY
)
(@y) — ) =a+
f est une fonction continue et différentiable donc I’équation linéaire

associée a I’équation (2.32) est
y(n+1) = poy(n) + pry(n — 1), n €N,

avec
_of _ .~k _of _ . 1
po—a—x(%l’)— =k et P = 8y<x’x)_fk'

Théoréme 2.4.1 L’équation (2.32) admet une solution périodique de période deux

si et seulement si (x(—1),2(0)) est une solution du systéme

x
r = a+ —,
y (2.34)
y = a+ —.
x
Démonstration. Soit {z(n)}>° | une solution de I'équation (2.32).

i) Supposons que {z(n)}./2° | est une solution périodique de période deux, alors

z(=1)

et
=X = « x(O)
O =2@ = et Gy
)

(z(=1)*
Ce qui donne que (z(—1),2(0)) est une solution du systeme (2.34).

ii) Maintenant supposons que (z(—1),z(0)) est une solution du systeme (2.34)

et montrons que {z(n)}1>° | est une solution périodique de période deux.
On a
-1 0
z(l) =a+ z(=1) et z(2)=a+ 2(0)
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2.4. Etude du comportement des solutions d’une équation aux différences non linéaire

comme (z(—1),x(0)) est une solution du systéme (2.34), alors

z(—1)
(x(0))*

z(—1)=a+ et z(0)=a+

donc

z(l) =z(—-1) et x(2)=xz(0),

“+o00

n——

et par induction on trouve que {z(n) , est une solution périodique de
période deux.

Lemme 2.4.3 Soit a > 1, alors toute solution de ’équation (2.32) est bornée.

“+o00

n—=—

Démonstration. Soit {x(n) 1 une solution de 1’équation (2.32).

De I’équation (2.32) on trouve

z(n) > a, Vn € N¥

donc
1
< —, Vn € N*,
(e(m)F = ok
alors
—1
z(n+1) <a+x(n—k), Vn € N*.
o
Posons § = on aura donc

ok’

z(n+1) <a+ pz(n—1), Vn € N*,
ce qui donne
z(2) < a+ fz(0) et 2(3) < a+ Lz(1),
et par recurrence on peut montrer les estimations suivantes

z(2n+1) <a(l+ B+ 6+ + ")+ p"2(1), Vn € N*
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2.4. Etude du comportement des solutions d’une équation aux différences non linéaire

et
z(2n) < a(l+ B+ 6%+ + ") + "2(0), Vn € N*.
Alors
(2n+1) < &:§)+5%ﬂLVnEW
et
#(2n) < O‘(l :g ) 4 372(0), Vn e N*

Comme « > 1 alors # < 1, donc

(0%

dny € N*, z(n) < -

, Vn e N,

Théoreme 2.4.2 Si k(k + 1)% < a, alors le point d’équilibre T de l'équation
(2.32) est asymptotiquement stable.

Démonstration. D’apres le Lemme 2.4.2 on trouve que 1’équation

caractéristique associée a ’équation (2.32) autour du point T est

k 1

2
On a
—k
lpo| + |p1| = gﬂLg
 k+1
= —

D’autre part, on a la fonction g définie par (2.33) est croissante sur R*.

et
g+ D) =k(k+1)F —a<0=g7),
donc
T > (k+ 1)%,
d’otl
Ip1] + [p2| < 1.
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2.4. Etude du comportement des solutions d’une équation aux différences non linéaire

Donc d’apres le théoreme de Clark, T est asymptotiquement stable. m
Théoréeme 2.4.3 Si a > k¥ > 1, alors T est globalement stable.

Démonstration.

i) Tout d’abord on va montrer que
1 1—-k
a>kt>1=k(k+1)* <aq,

supposons le contraire i.e.,

k(k+1)% > a,

alors
k(k+1)% >a >k,

donc
(k+1)7F >k,

d’ou

k—1

(k+1)% <k'F,

posons maintenant

alors

donc h est croissante sur R, alors
h((k+1)%) < h(k'F),

d’ou

k+1<k,

c’est une contradiction, donc

k(k+1)F <a,
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2.4. Etude du comportement des solutions d’une équation aux différences non linéaire

et d’apres le Théoreme 2.4.2, T est asymptotiquement stable.
ii) Soit {z(n)}}2°, une solution de I'équation (2.32).

Montrons que

ngrfoo z(n) =7.

Du Lemme 2.4.3, on a {z(n)},>°, est bornée. Soient

a =liminfz(n) et b= Ilimsupx(n),

n—-4oo n—-—4oo

alors
Vee]0,al, IngeN, Yn>ng, a—e<z(n) <b-+e,

il résulte de cette double inégalité que

—¢ b+e
o+ a s<zn+l)<a+ ——p, Vn2>ng+l,
(b+¢) (a—e)k
donc
— b
(b+e)k (a—e)F
Comme € est arbitraire on aura
@ ca<b< b
a—l—b—k_a_ _oz—i—ﬁ, (2.35)
donc
ab®ad" !+ dF < d"bF < adfbF Tt + bk,
alors
abkakfl o aakbkfl < bk o &k’
d’ou

ab™a" (b —a) < b - dF, (2.36)
supposons que b # a, donc I'inégalité (2.36) implique

bk — aF

abfa 1 < )
b—a
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2.4. Etude du comportement des solutions d’une équation aux différences non linéaire

Posons maintenant f(z) = z*, f vérifie les conditions du théoréme des ac-

croissements finis, donc il existe ¢ € ]a, b] tel que

f(b) — f(a) _ f/(c)
b—a '
Ce qui donne
bk o ak
— k)Ck_l,
b—a
et comme ¢ € ]a, b, alors
b —a* k—1
< kb,
h—
donc L
abttaht < bb <k
d’ou
ad® !t <k,
d’apres ce qui précede on a o < a, donc
acd® ™t < adt Tt < E,

d’ou

ok < k.

C’est une contradiction avec a > k#, donc a = b. D’apres les inégalités (2.35)

et comme a = b on a

donc
B b
b—Oé‘i‘E,
. a
a—a+ak,
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2.5. Exercices

et comme T est le seul point d’équilibre de ’équation (2.32), alors
a=b=T.
On a affirmé que
lyllrili{.l.fx” = lzrg_skloloparn =a=b=T7,

donc

2.5 Exercices

Exercice 2.5.1 Déterminer la solution de chaqune des équations auz différences

suivantes

1) z(n+1) = m, neN, z(-1),z(0) € R%.

2) z(n+1) =28, neN, x(-1),2(0) € R}

3) x(n+1) = 20D g e N, 2(-2), 2(—1),2(0) € Ry,

4) x(n+1) = 202 n e N, 2(=3), 2(-2), 2(—1),2(0) € RY.

Exercice 2.5.2 Considérons ’équation aux différences suivante

un+n:Tf;%}5,nem (2.37)

ou B, x(—2),x(—1),2(0) € Ry.
1. Montrer que T = 0 est un point d’équilibre de I’équation (2.37) globalement
stable si 3 < 1 et instable si > 1.
2. Déterminer les points d’équilibre y € R de I’équation (2.37) puis trouver une
condition nécessaire et suffisante pour que y soit asymptotiquement stable.

Exercice 2.5.3 On considere l’équation auz différences suivante

2x(n) + 3

z(n+1) = 3z(n) 4+ 2’

n €N (2.38)
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2.5. Exercices

(1) Transformer cette équation a une équation auz différences linéaire puis résoudre

cette derniére.

(ii) Déduire la solution générale de l’équation (2.38).

Exercice 2.5.4 Mémes questions de l’exercice 2.5.3 pour les équations aux différences

sutvantes
1) z2(n+1) —3z(n+ 1)x(n) +22%(n) =0, neN.

2) 2(n+2) =20 neN.
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Chapitre 3

Systemes d’équations aux

différences

La premiere partie de ce chapitre est consacrée a I’étude des systemes
d’équations aux différences linéaires. Dans la deuxieme partie nous
présentons quelques notions de base et des résultats fondamentaux
concernant les systemes d’équations aux différences non linéaires. Nous
finissons le chapitre par I’étude du comportement asymptotique des so-
lutions d’un systeme d’équations aux différences non linéaires et d’une

série d’exercices.

3.1 Systemes d’équations aux différences
linéaires
3.1.1 Systémes autonomes

Soient A = (a;;);; € Ms(R) une matrice (constante) réguliere, B

est une fonction définie sur N,,, avec B(n) € R® et s € N* — {1}.

Définition 3.1.1 On appelle systeme d’équations aux différences linéaire auto-

nome d’ordre 1 non homogene [’équation

Y(n+1) =AY (n) + B(n), n € N,,. (3.1)



3.1. Systémes d’équations aux différences linéaires

Définition 3.1.2 Le systeme
Y(n+1) =AY (n), n€N,,, (3.2)

est dit homogene.

Par récurrence on peut montrer la Proposition suivante

Proposition 3.1.1 1) Le systeme (3.2) avec Y(ng) = Yy a une solution unique

et cette solution est

Y(n) = A"""Y,, neN,,. (3.3)
2) Le systeme (3.1) avec Y (ng) =Yy a une solution unique et cette solution est

n—1
Y(n)=A""Yy+ > A"'B(i), neN,,. (3.4)

i=ng
3.1.2 Systémes non autonomes homogenes

Soient A = (a;;(n));; € Ms(R) une matrice réguliere sur N, .

Définition 3.1.3 On appelle systeme d’équations aux différences non autonome

homogene [’équation
Y(n+1)=An)Y(n), neN,,. (3.5)

Par récurrence on peut montrer la proposition suivante

Proposition 3.1.2 Le systéeme (3.5) avec Y (ng) = Yy admet une solution unique
et cette solution est )
Y(n) = (HA(i)) Yy, n €N, (3.6)
i=ng
ot
n—1
[T46) =
i=ng

Définition 3.1.4 Soit ®(n) € M (R). On dit que O est une matrice fondamentale

{ Aln—=1)A(n —2)... A(ng) sin > ng
1

st N = ng

pour le systéme (3.5) si @ est réguliere sur N, et satisfait l’équation aux différences

matricielle sutvante
Od(n+1)=An)®(n), neN,,. (3.7)
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3.1. Systémes d’équations aux différences linéaires

Remarque 3.1.1 Une matrice dont les colonnes sont des solutions linéairement

indépendantes du systéme (3.5) est une matrice fondamentale pour ce systéme.

Théoreme 3.1.1 [2] L’équation aux différences matricielle (3.7) admet une so-

lution unique VU qui vérifie U(ng) = I.

Maintenant on considere ®(n) une matrice fondamentale pour le systeme

(3.5). On note
d(n,m) = ®(n)® *(m), n€N,. (3.8)

Lemme 3.1.1 On a les assertions suivantes
1) & Y(n,m) = ®(m,n).
2) ®(n,m) est une matrice fondamentale pour le systéme (3.5).
3) ®(n,r)®(r,m) = d(n,m), n € N,,r € N,,.
4) ®(n,m) = T A().
Démonstration.

1) De (3.8) on trouve

2) D’aprés 1) on a ®(n,m) est réguliere donc pour montrer qu’elle est une matrice
fondamentale pour le systeme (3.5) il suffit de vérifier que ®(n, m) est une
solution de I’équation (3.7).

De (3.8) on a
d(n+1,m) =d(n+1)d ' (m)

et comme ®(n) est une matrice fondamentale pour le systeme (3.5), alors

d(n+1,m) = An)®(n)d ' (m)
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3) Soit n € N,, r € N,,,. Par définition on a

d(n,r)®(r,m) = ®(n)d 1 (r)®(r)® *(m)
= ®(n)Id ' (m)
= ®(n,m).

4) Par récurrence sur n € N,,.
(i) pour n = m évident.

n—1
(ii) Supposons que ®(n,m) = [] A(:). Alors (3.7) et (3.8) impliquent

O(n+1,m) = A(n)®(n,m)

n—1
Corollaire 3.1.1 I existe une matrice fondamentale unique ®(n) = [] A(i) pour
1=ng

le systéme (3.5) vérifiant ®(ng) = I.
Lemme 3.1.2 La solution générale du systeme (3.5) s’écrit sous la forme
Yi(n) = ®(n)C, n €N,
ou ®(n) est une matrice fondamentale pour ce systéme et C = (cy, o, ..., c5)" € RE.

Remarque 3.1.2 Comme dans la deuxieme section du chapitre I, on peut montrer
que U'ensemble des solutions du systéme (3.5) est un espace vectoriel de dimension

S.

3.1.3 Systémes non autonomes non homogenes

Soient A = (a;j(n));; € Ms(R) une matrice réguliere. B est une

fonction définie sur N,,, avec B(n) € R® et s € N* — {1}.
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Définition 3.1.5 On appelle systeme d’équations aux différences non autonome

non homogene [’équation suivante
Y(n+1)=An)Y(n)+ B(n), neN,. (3.9)
Proposition 3.1.3 Toute solution du systeme (3.9) s’écrit sous la forme
Y(n)=Yn(n) +Y,(n), neN, (3.10)

ot {Yn(n)}1=,, est la solution générale du systeme (3.5) et {Y,(n)},5, est une

solution particuliere du systéme (3.9).

Démonstration. Soient {Y,(n)},f> une solution particuliere du systeme

(3.9) et {Y'(n)},;2, une autre solution du méme systeme. Alors si on

pose Z(n) = (Y, —Y,)(n), n €N, on trouve

Zn+1) = Yy(n+1) =Y, (n+1)
= A(n)Yy(n) + B(n) — A(n)Yy(n) — B(n)
= An)Z(n), neN,,.

Donc {Z(n)}12 est une solution du systeme (3.5), ce qui donne le

n=ng

résultat. m

Corollaire 3.1.2 Toute solution du systéme (3.9) s’écrit sous la forme
Y(n) =®(n)C+Y,(n), neN, (3.11)
ou ®(n) est une matrice fondamentale pour le systéme (3.5).

Lemme 3.1.3 La suite {Y,(n)}:> = définie par

n=ng

Y,(n) = i@(n,r +1)B(r) (3.12)

r=ng

est une solution particuliere du systéeme (3.9).
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3.2. Transformation d’une équation aux différences linéaire d’ordre supérieur en un systéme
d’équations aux différences linéaires d’ordre 1

Démonstration. En utilisant (3.7), (3.8) et (3.12) on trouve

Yy(n+1) = i@(n—i— L,r+1)B(r)

= nz_:cb(n—k Lr+1)B(r)+®(n+1,n+1)B(n)

r=ng

- z_:A(n)(P(n, r+1)B(r) + B(n)

r=ng

= A(n)Y,(n)+ B(n).

De la Proposition 3.1.3 et le Lemme 3.1.3 on trouve le théoreme

suivant

Théoréme 3.1.2 Le systéme (3.9) avec Y(ng) = Yy admet une solution unique

et cette solution est

Y(n) = (ﬂA(i)) Yo + i ( 1:[ A(z’)) B(r), n €Ny, (3.13)

i=ng r=ng \i=r+1

3.2 Transformation d’une équation aux différences
linéaire d’ordre supérieur en un systeme
d’équations aux différences linéaires

d’ordre 1

Dans cette section on va voir comment transformer une équation aux
différences d’ordre supérieur en un systeme d’équations aux différences

d’ordre 1. Considérons I'équation aux différences (1.18).
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3.2. Transformation d’une équation aux différences linéaire d’ordre supérieur en un systéme
d’équations aux différences linéaires d’ordre 1

Si on pose
z1(n) = y(n)
z2(n) = yn+1)=z1(n+1)
z3(n) = y(n+2)=xs(n+1)
2i(n) = yin+3) = za(n+1)
() = yln+k—1) =24 1(n+1)
on trouve
ri(n+1) = x2(n)
zo(n+1) = z3(n)
x3(n+1) = x4(n)
zy(n+1) = x5(n)

r(n+1) = yn+k)=—pi(n)rp(n) — pa(n)rp_1(n) — - — pr(n)r1(n) + g(n)

ce qui donne le systeme d’équations aux différences linéaires non auto-

nome non homogene suivant

X(n+1)=AMn)X(n)+ B(n), n e N,, (3.14)
z1(n) 0
wo(n) 0

X(n)=1| z3(n) |, B(n)= 0
i (n) g(n)
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3.3. Systémes d’équations aux différences non linéaires

et
0 1 0 0
0 0 1 0
A(n) =
0 0 0 e 1
—pe(n) —pe-1(n) —pr—a(n) ... —pi(n)

Remarque 3.2.1 1. 81 on considére l’équation aux différences linéaire a co-
efficients constants (1.57), alors le systéme équivalent a cette équation est

(3.14) avec X (n), B(n) sont comme dans le cas précédent et

0 1 0 0
0 0 1 0
A(n) =
0 0 0 |
—Pr —Pk-1 —Pk—2 --. —D1

2. Sig(n) =0, Vn € N,,. Alors on obtient un systéme homogéne.

3.3 Systemes d’équations aux différences

non linéaires

3.3.1 Définitions et résultats généraux

Soient [ et J deux intervalles de R et
f . Ik-‘,—l % Jr—l—l N I, qg: Ik-l—l % JT’—H — ]

deux fonctions de classe C'. On considere le systéme d’équations aux

différences suivant
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3.3. Systémes d’équations aux différences non linéaires

ou r est un entier strictement positif. Alors, si on associe ce systeme
avec un ensemble des conditions initiales (z(i),y(i)) € I x J, i €
{=k,...,0} et j € {—r,...,0}, le systeme (3.15) admet une solution
unique {(z(n),y(n))} >, ot I = min(r, k).

L’écriture vectorielle du systeme (3.15) est
X(n+1)=F(X(n)), neN (3.16)

ou

F o IFl o gt 0 R gl

Up Up fug,ug, ..., ug, v, v1, ..., 0;)
Uy U Ug
Uk Uk Uk—1

— P =
Vo Vo g(ug, uty .o Up, Vo, VL, - ., V)
V1 V1 Vo
(% Uy Ur—1

X(n)=(x(n), z(n—-1),...,z(n —k),y(n), y(n —1),...,y(n — T))t.

Définition 3.3.1 Une solution {(x(n),y(n))} >, du systeme (3.15) est éventuellement

n=-—1

périodique de période p € N st 3ny > —I, tel que

z(n+p)=x(n) et y(n+p) =y(n), ¥n e N,,.

Siny = —1, on dit que {(z(n),y(n))} >, est périodique de période p.

n=—I

Définition 3.3.2 Un point (Z,y) € I x J est dit point d’équilibre du systéme
(3.15) si

f:f(f7x7“'7f7y7y)"'7y)’
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3.3. Systémes d’équations aux différences non linéaires

et
y:g(f7f7"'7f7y7g7"'7y)'

Définition 3.3.3 Un vecteur X € I*1 x J™t1 est dit point d’équilibre du systéme
(3.16) si
X = F(X).

Remarque 3.3.1 ] est clair que (T,7) est un point d’équilibre du systeme (3.15)

si et seulement si X = (T,Z,...,T,7,...,7,7) est un point d’équilibre du systéme
(3.16).
Dans tout ce qui suit on désigne par ||.|| une norme quelconque sur
Rk+r+2.

Définition 3.3.4 Soit X un point d’équilibre du systéme (5.16).
1. On dit que X est stable si Ve > 0, 36 > 0 tel que si {X(n)}2 est une

n=0
solution du systéme (3.16) avec la condition initiale X (0) = Xy € [FT7+2
vérifiant

1X0 — X <,

alors

|X(n) - X|| <&, VneN.

Sinon on dit que X est instable.

2. On dit que X est asymptotiquement stable si X est stable, et s’il existe v > 0
tel que si {X(n)}'2% est une solution du systéme (3.16) avec la condition

initiale Xo € I*72 vérifiant

X (n) = X|| <7,
alors
lim X(n)=X.
n—--+400

3. On dit que X est globalement stable si X est stable et si pour toute solution

{X (n)}2% du systéeme (3.16) avec la condition initiale Xy € I*" 2 on a

lim X(n)=X.

n—-+00
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3.3. Systémes d’équations aux différences non linéaires

Définition 3.3.5 Soit X un point d’équilibre du systéme (3.16). Supposons que
F e CHIF2 [Fr+2) On appelle systéme linéaire associé au systéeme (3.16)

autour du point X le systéme
X(n+1)=AX(n), neN (3.17)

ot A = Dy est la matrice jacobienne de F au point X.

Théoréme 3.3.1 [5] Considérons le systéeme (3.16) ot F' € CL(I*++2 Jrktr+2)

et soit X un point d’équilibre de ce systéme.

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne Dp se trouvent dans le

disque unité ouvert, alors le point d’équilibre X est asymptotiquement stable.

2. Si au moins une des valeurs propres de la matrice jacobienne Dp est de

module strictement supérieur a 1, alors le point d’équilibre X est instable.

Définition 3.3.6 Soient {(x(n),y(n))} >, une solution du systéme (3.15) et (T,7)

n=-—1
un point d’équilibre du méme systéme.

—+00
n=-—1

On dit que {(z(n),ymn)) }::::l est oscillatoire autour du point (T, ) si {x(n)
est oscillatoire autour de T ou {y(n)}/2=°, est oscillatoire autour de 7.
Si {x(n)} =2, et {y(n)} >, sont non oscillatoires autour de T et § respectivement

on dit que {(x(n),y(n))}/>°, est non oscillatoire autour de (T,7).

3.3.2 Etude du comportement asymptotique des
solutions d’un systeme d’équations aux différences
non linéaires

On considere le systeme non linéaire suivant [7]

xz(n) +x(n—1)
A+y(n)y(n —1)

y(n) +y(n —1)

r(n+1) = B+ z(n)z(n —1)’

, y(n+1) =

=0,1,..., (3.18)

ou les conditions initiales z(—1), x(0), y(—1), y(0) € R, et A, B €
R% —{2}.
Lemme 3.3.1 On a

1. (Z1,7,) = (0,0) est un point d’équilibre du systéme (3.18).
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3.3. Systémes d’équations aux différences non linéaires

2. SiA<2et B<2, lesystéme (3.18) a aussi le point d’équilibre (To,7y) =

(V2—B,v2—A).

Démonstration. Soit (7,7) un point d’équilibre du systeme (3.18),

alors

Donc

T =

27
A+ 72

et Y=

2y

B+

TGP +A-2)=0 et F@*+B—-2)=0.

Alors

1. (Z1,7;) = (0,0) est toujours solution de ces deux équations.

2. Si A < 2et B < 2, on trouve la deuxieme solution (7o, 7,) = (V2 — B, V2 — A).

Théoréeme 3.3.2 Supposons A > 2 et B > 2. Alors le point d’équilibre (T1,7,) =
(0,0) du systéme (3.18) est globalement stable.

Démonstration. Montrons tout d’abord que (Z,7;) = (0, 0) est asymp-

totiquement stable.

On a le systeme linéaire associé au systeme (3.18) autour du point

d’équilibre (Z1,7,) = (0,0) est

X(n+1)=C X(n),

(3.19)

ou X(n) = (z(n),z(n—1),y(n),y(n—1)), C est la matrice jacobienne,

en (71,7,) = (0,0), associée a la fonction vectorielle F, et

F:R%Z xR%

2 2
— R+XR+
Uo

Up

RN F =

Vo

U1
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3.3. Systémes d’équations aux différences non linéaires

f[g:RExRY — RYI xR}

((u07u17v(]7v1)t) - fug ((u()’ulav(]uvl)t) )

ou
0N Ug + Up
f((u07u17U07U1> ) - A+'UOU1’
et
0N Uo+U1
g (<u07u17v07vl) ) - B gty

Donc par définition, on a

UX) UX) UX) LX)
O 1 0 0 0
2(X) 2(X) 2X) 23X |
0 0 1 0

ot X = (0,0,0,0).

En utilisant les formules de f et g on trouve

T 5 00
1 0 0 0
C =
00 %+ 2
0 0 1 0
Donc

L 1 0 0

1 -2 0 0
det(C — ) =

0 1 +-X %
0 0 1 S\

Alors I’équation caractéristique du systeme (3.19) autour du point (71, 7,) =
(0,0) est
N =A— )V = =A—=)=0. (3.20)
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Soit
1 1 1 1
(N2 TN TNN\2 Sy 21
PO) = (= A= 1) — A= ), (3:21)
alors
P(A\) = Pi(A) Pa(N),
ou
1 1
P, S A . —
1(A) = A A)\ 1
et
1 1
_\2 Y
Py(A\) =) B)\ 5

Comme A > 2 donc 1 — % > 0, d’ou

1
P0)=—— <0, P(=1)=1>0 et P(1)=1—

1 > 0.

2
A
Donc les deux solutions de I’équation P;(A) = 0 sont de valeurs absolues
inférieur strictement a un.

De la méme maniere on trouve que les deux solutions de 1’équation
P5(X) = 0 sont de valeurs absolues inférieur strictement a 1.

Alors toutes les solutions de 'équation (3.20) sont de valeurs absolues
inférieur strictement a un, donc d’apres le Théoreme 3.3.1 on déduit la
stabilité asymptotique du point (Z1,7,) = (0,0).

Montrons maintenant que

lim z(n) =0 et lim y(n)=0.

n—-+00 n—---+00

Du systeme (3.18) on a

z(n+1) < %m(n) + %x(n —1) et yn+1)< %y(n) + %y(n —1).

Si on considere I'équation aux différences linéaire définie par

1 1
z(n+1) = Zz(n) + Zz(n —1), neN
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3.3. Systémes d’équations aux différences non linéaires

ou z(—1) = z(—1) et z(0) = z(0), on trouve
0<z(n) <z(n), Vn>1. (3.22)
D’autre coté, on a
z(n) = AT + Ay, Yn>1

ou Ay et Ay sont les deux solutions distinctes de I’équation

ie.,

141144 1— /17144

A1 o1 Ay = ———.

I1 est clair que || < 1.

Montrons que |A;] < 1. On a

A>2 = 4A(A-2)>0
= 4A%2_-8A>0
= 14+4A%2 —4A>1+4A

= 24>1+1+44,

donc |A1] < 1, ce qui implique lim z(n) = 0. En utilisant (3.22) on

n—-+00
trouve lim x(n) = 0.
n—-—+o0o
De la méme maniere on peut montrer que lim y(n) = 0. Ce qui acheve

n—-+o0o

la démonstration.

Théoréme 3.3.3 Supposons A < 2 et B < 2. Alors les points d’équilibre (T1,7,) =
(0,0) et (T2,7y) = (V2 — B,V/2 — A) du systéme (3.18) sont instables.

Démonstration.
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3.3. Systémes d’équations aux différences non linéaires

(1) Montrons que 1’équation caractéristique (3.20) du systeme (3.19) autour du

point (Z1,7;) = (0,0) a une solution de valeur absolue supérieur strictement

al.

On a
2
A <2 —>1
< :>A>
donc
2
P(l)=1-=
1() A<O

D’autre part on a

)\1—1>I-POOP1 (A) - _'_OO’

alors P; a une racine dans l'intervalle |1, +00.
De la méme maniere on peut montrer que P, a une racine dans l'intervalle

|1, 4+00]. Donc le point d’équilibre (Z1,7,;) = (0,0) est instable.

(ii) Le systeme linéaire associé au systeme (3.18) autour du point (To,7,) =

(V2 —B,v/2— A) est (3.19) ou

Lo -
1 0 0 0
C —
o e b
0O 0 1 0
a=12-A4):2-B):.
Donc
%—)\ % —a -

det(C — \I,) =

d’out I'équation caractéristique du systeme (3.19) dans ce cas est

1 1
NN (Z FaN (5~ 200+ | —a? =0, (3.23)

Soit

1 1
Ps(\) =M =\ — (% + o)\ + (5 - 20%)\ + 1o o?.
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3.3. Systémes d’équations aux différences non linéaires

Alors
Ps(1) = —4a* < 0

et

A—+o00
d’ou (3.23) a une solution A; dans |1,+oo[. Ce qui donne l'instabilité du
point (T2,7,) = (V2 — B,v2 — A).

Théoréme 3.3.4 Supposons A < 2 et B < 2. Soit {(x(n),y(n))}'>° | une solution
du systéme (3.18) tels que

(i) z(=1), 2(0) > @2 et y(-1), y(0) <7,
(if) z(=1), z(0) <Tp et y(—1), y(0) > 7s.

Alors {(z(n),y(n))} 12| est non oscillatoire autour du point (Ta, 7).

Démonstration. Supposons que la condition (i) est satisfaite et mon-
trons que la solution {(z(n),y(n))}7>° | est non oscillatoire autour du
point (Ta, 7).

De (3.18), on a

z(0) + z(—1) 2Ty _

R eI R b A
yO) +y(-1) 2

v = e Bz
() +2(0) 2
)= A0 T AR
yo - MO0

B+ z(1)z(0) = B+ 73

Par induction on trouve le résultat.

Si la condition (ii) est satisfaite la démonstration est similaire. m
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3.4. Exercices

3.4 Exercices

Exercice 3.4.1 Soient ® une matrice fondamentale pour le systéme (3.5) et W
une matrice constante et réguliere. Montrer que ®(n)V est une matrice fondamen-

tale pour le systéeme (3.5).

Exercice 3.4.2 Soit ® une matrice fondamentale pour le systéme (3.5).

Montrer la formule d’Abel suivante

1=ng

det ®(n) = <h (det A(z))) det ®(ng), n € Ny, . (3.24)

Déduire que la matrice ®(n) est réquliére sur N,,, si et seulement si la matrice

O (ng) est réguliere.

Exercice 3.4.3 Déterminer la solution générale du systéme

Y(n+1)=AY(n), ne N (3.25)

ot

21
1) A= .

0 2

2 21
2) A=| 1 3 1

1 2 2

Exercice 3.4.4 Résoudre le systéme Y(n + 1) = AY(n) + B(n), n € N dans

chacun des cas suivants

2 1 n
1 A= 02>,B<n>:<l>ety<o>:<o>
2 3 1 0
2) A= 14>,B(n):<0 etY(O):(_1>
2 2 =2 0 a
3) A=l 03 1 |,Bm)=]0|eYO) =] b
01 3 0 c
ou a,b,c € R.
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Exercice 3.4.5 Ecrire sous forme d’un systeme d’équations auz différences linéaires

chacune des équations suivantes

1) yn+2)—yn+1)—y(n)=0, neN.

2) y(n+5)—2y(n+3)+yn+2)+4y(n+1) —y(n) =16, n € N.
3) yin+2)—ny(n+1) — n”—jly(n) =n2", neN.
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