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EXERCICE 1:
1) x = acabacbc
2) [x] = 8, [x[s=3, [x|p=2, et x|c=3
3) acabac
4) achc

EXERCICE 2 :
1) Les mot w; et w3 ne sont pas générés par G ;
les mots w; et wy sont générés par G : S  aS F aaS + aabA F aabcA F aabccA  aabcccA F w;
et pour ws : S+ aS + abA + ab = w,.
2) Soit L={a'bc! /i, =0} Montrons que L(G)=L en prouvant la double inclusion :
e L(G) c L : soit w un mot de L(G), donc w est généré a partir de S en appliquant n fois les régles
de production de G. Montrons par récurrence surnque w e L :
-sin=2alorsona:S+bAFDb;w=be L. Supposons que la propriété reste vraie jusqu'au rang
n=k.
- pour n=k+1, on a deux cas :
-- la premiére régle appliquée est S — aS, puis k régles pour avoir un mot a.u. Puisque u est généré
a partir de S avec application de k regles de G, et d’aprés 1’hypothése de récurrence, u est dans L,
donc il s’écrit comme u=a'bc et ainsi le mot a.u =a'"*bc e L.
-- la premiére régle appliquée est S — bA, puis a partir de A, on obtient ¢! (j=0), et on aura donc
généré le mot b.c! qui e L (c’est : a'.b.c' avec i=0).
e L L(G):Soitw e L. Donc w s’écrit comme w=a"bc™. w peut étre dérivé de S en appliquant
n fois la régle S — aS puis une fois la régle S — bA, puis encore m fois la régle A — cA et enfin
une fois la régle A — &. Donc w € L(G).

EXERCICE 3.
1) Exemples de mots de L; : a, ab, accb, ...
Une grammaire pour Ly : G =({a, b, c}, {S, A}, S, {S—>aA; A —aA|bA|cA|e})

2) Exemples de mots de L; : a, ba, cabca, ...
Une grammaire pour L, : G, = ({a, b, c}, {S},S, {S— aS|bS|cS|a})

3) Exemples de mots de L3 : a, bba, acaacb, ...
Une grammaire pour L3 : G3 = ({a, b, c}, {S, A}, S, {S— aS|bS|cS|aA;A —aA|bA|cA|e})

4) Exemples de mots de L, : aa, aba, acacab, ...
Une grammaire pour Ly : G4 = ({a, b, c}, {S, A, B}, S, Py)
Ps:{S— aS|bS|cS|aA;A —aA|bA|cA|aB;B—aB|bB|cB|e})
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5) Exemples de mots de Ls : aa, baab, accaab, ...
Une grammaire pour Ls : Gs = ({a, b, ¢}, {S, A}, S, {S — aS|bS|cS|aaA ;A —aA |bA|cA|e})

EXERCICE 4.
1) Nous donnons ici les types des G;j, (i=1,..,6), ainsi que les langages engendrés par les grammaires G;
(i=1,..,6). (Pour que la réponse soit compléte, il faut le prouver comme c’est fait dans I’exercice 2).

1) Type de G; =3. L(G;) ={ aa, aab, bb, bcb }.
2) Typede G, =3. L(Gy)={bh.a"/n>0}.

3) Typede Gz3=2. L(G3)={a"b"c"/n>0,m>1}.

4) Typede G4 =2. L(Gs)={w e {a, b} /|w|. = |w], et V u préfixe de w, Jula > |u], }.
5) Typede Gs=1. L(Gs)={a"b"c"/n>1}.

6) Type de Gg=0. L(Gg) = {a"w*™2/n>0}; ([x] est la partie entiére de X)

On peut aussi écrire L(Gg) comme { a?*1b% / k>0 } U { @®*b% / k>0 1.

I1) G2 n’est pas de type 1 car elle contient la régle : A — ¢ ; or dans les grammaires de type 1,
le seul symbole qui peut produire la chaine vide est S.
Cependant, on peut écrire une grammaire de type 1 équivalente a G, :
G’ a pour régles de production : S — Sa | b ; ce qui veut dire que L(G>) est de type 1.

I11) Une grammaire de type 2 équivalente a Gg :
Ge’ a pour régles de production : S — aaShb |a | €

EXERCICES .
a) pour L : il est engendré par G; = ({0}, {S}, S, P1), ou Py : S — 00S| ¢

b) pour L, : il est engendré par G, = ({0, 1}, {S}, S, P2), ol P, : S — 0S1|¢
c) pour Ls : il est engendré par Gs = ({a, b}, {S}, S, P3), o P3: S — aShb]| ¢

d) pour L, : il est engendré par G4 = ({a, b}, {S, A}, S, Py),
oUPs: S—>aSc|A; A—aAble

e) pour Ls : il est engendré par Gs = ({a, b}, {S}, S, Ps),
OUPs: S—aSa|bSh|a|b]e

f) pour Lg : il est engendré par Gs = ({a, b}, {S, A}, S, Pe),
OUPs: S —aSh|aAb;
A — bAalba

g) pour L7 : il est engendré par G; = ({a, b}, {S, A}, S, P7),
oUP;: S— AAAS|¢;
A—alb

h) pour Lg: il est engendré par Gg = ({0, 1}, {S}, S, Ps),
oUPg: S—0S1/0S|e
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) Lo= {02/ i>j}u{0'2/i<j}; Leestengendré par G = ({0, 1}, {S, So, S1}, S, Po),
olUPg: S—SolSy;
So— 081100/ 0;
S; — 0811181111

J) Lo : il estengendré par Gy = ({0, 1}, {S, A, B, C, D}, S, P1),
ou Pio: S— BCD
C—>AC|a
Aa — aaA
AD — D
Ba — aB
BD — ¢

EXERCICE 6 :
1) Soient les langage L = {0, 1} et L’ ={ 0"1"/ n>0 }. L est de type 3 (vérifier le !) ; mais L’, qui est
inclus dans L, n’est pas de type 3 (il est de type 2).

2) On considérera le cas d’une grammaire réguli¢re a droite (I’autre cas a gauche est aussi vérifié).
Toute grammaire réguliere a droite respecte la condition que toute régle est de la forme A — wB |w ;
ou A est un non terminal, w un mot quelconque de terminaux (éventuellement vide) et B non terminal.
Ces contraintes respectent aussi les conditions du type 2 ; a savoir des régles de la forme A — w ;
ou A est un non terminal et w est, dans ce cas, une suite quelconque (éventuellement vide) de
terminaux et/ou de non terminaux. Donc toute grammaire réguliere est a contexte libre.

Mais la réciproque est fausse ; soit la grammaire a contexte libre (type 2) :

G, = ({a b}, {S}, S, { S — aSb| & }). Elle vérifie les conditions du type 2 mais pas celles du type 3.

EXERCICE 7.
1) L peut étre généré par la grammaire, de type 3, G = ({a, b, ¢}, {S, C}, S, P)
OUP:S —aaS|bcC
C—occCle
2) Une autre grammaire de type 2, et qui n’est pas de type 3, qui engendre L :
G’=({a,b,c}, {S,A,C}, S, P)
OuUP’:S— AbcC
A —aaA|e
C—ccCle

EXERCICE 8 :
1) L peut étre généreé par la grammaire, de type 3, G = ({0, 1}, {S, A}, S, P)
OUP:S—0S|1A|¢
A — 0A|1S
2) Une autre grammaire de type 2, et qui n’est pas de type 3, qui engendre L :
G’ =({0, 1}, {S}, S, P")
ouP’:S — 0S|SISIS |¢
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EXERCICE 9.
1) LG)={a"™/n<m<2*n}
2) Grammaire a contexte libre équivalente a G : G’ = ({a, b}, {S, B}, S, P’)
P’: S— aSbB | e
B—ble

EXERCICE 10:
1) L(G) ={a"b*"/n>0};
2) Grammaire de type 2 équivalente a G : G’ = ({a, b}, {S}, S, P’)
ouP’: S—aSbb|e

EXERCICE 11 .
1) Une grammaire de type 2 pour L pourrait é&tre G = (n, N, S, P) ; ou N = {S}
etP:S > p| =S| SAS|SVvS | S=S]|(S)
2) Une grammaire de type 2 pour L’ pourrait étre G* = (1, N’, S, P’) ; ou N’ = {S, A}
etP’:S > p| =S| SAS|SvS | S=S|(A)
A—>p|] aS|SAS|SvS|S=S

EXERCICE 12 .
Pour générer ces identificateurs on utilisera la grammaire G = (%, N, <ld1>, P) ;
oun={A.Z a.z, 0.9}; N={<Idl>, <ld2>, <ld3>, <Lettre>, <Chiffre>}
et P : <ld1> — <Lettre> <ld2>
<ld2> — <1d3> <1d2> | ¢
<ld3> — <Lettre> | <Chiffre>
<Lettre> > A |B|..|Z|a|b]..|z
<Chiffre>—0|1]2|3|4]5|6|7|8]9

EXERCICE 13::

n n-1
1) Soit un u mot de Lukasiewicz. On peut Remarquer que si » 5(u;) =-1 alors > 5(u;) =0.
i=1 i=1

Donc d(un) = -1, qui veut dire que u, = ‘a’ ou bien u se termine par un ‘a’.
- Il'y a un seul mot de Lukasiewicz de longueur 1 ; c’est ‘a’.
- I n’y a pas de mot de longueur 2. S’il y en avait, cela signifierait que d(u1) = 0, ce qui est impossible
car up n’est pas égal a €.
- Il'y a un seul mot de longueur 3, c’est ‘baa’ ; cela se déduit des équations/inéquations :
o(up) +o(uz) =0
5(U1) >0
5(U3) =-1
desquelles on déduit que o(u;) = +1 et o(ux) =-1;donc u; = ‘b’, up=‘a’ etuz = ‘a’.
- I n’y a pas de mot de longueur paire : d’apres la formule nzllé(ui) =0 ; quisignifiequ’il y a
i=1
autant de ‘b’ que de ‘a’ dans uj.Uy.....u,.1. Par conséquent n-1 est pair, et ainsi n est impair.
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2) Soient u et v deux mots de Lukasiewicz de longueurs respectives n et m. Chacun de ces mots
vérifie les équations données dans 1’exercice. Le mot b.u.v qu’on note w est construit comme :

wl="b’; W; = uj1 pour i=2,..,n+1 et W; = Vi (1) pour i=n+2,..,n+m+1.
w vérifie aussi les équations de 1’exercice :

n+m+1

- 25(w) +1+Z§(u)+25(v) +1-1-1=-1

Z&(wi) =+1+ 25(ui) >0 pourk=1,.n+l etaussi:
i=1 i=1
k—n-1

Z&(w) +1+(-1) + Z5(V)>O pour k = n+2,..,n+m.

D’ou le résultat.

3) Soit w un mot de Lukasiewicz de longueur n.
-- Cas initial n=3:
On a d¢ja vu en 1) que le seul mot de Lukasiewicz de longueur 3 est ‘baa’
-- Cas général :
On sait que d(wi) =+1, d’apres la 2™ propriété ; donc w; = b.
Du méme procédé qu’en 1), on déduit que wy, = a.
De la deuxiéme propriété appliquée comme en 1) on déduit qu’il existe j tel que :

J
2<j<n-1 et Zé(ui) =0. Ans ce cas, il suffira de prendre u=w,...wj €tV = Wj+1...Wp.
i=1

Siu = ‘a’ alors u est un mot de Lukasiewicz, et v aussi (vérifier le).
Si v = ‘a’ alors v est un mot de Lukasiewicz, et u aussi (vérifier le).
Sinon 3 <j <n-2, et dans ce cas on peut déduire ce qui suit :

25(U )= 25(W )=-1

k+1

Z5(u ) = Z5(WI)>O pourk =1,..,(j-2).

Ainsi u est mot de Lukasiewicz. Et aussi :

25(V)— 25(W)—

i=j+1

k+j

Z&(v )= >_&(wi) >0 pour k = 1,..,(n-j-1).

i=j+1
Ce qui veut dire que v est un mot de Lukasiewicz.

4) Une grammaire pour L : G = ({a, b}, {S}, S, { S — bSS |a }).

5) Les programmes Pascal de reconnaissance des mots de Lukasiewicz.
5-a) Le programme contiendra une fonction Verifa qui implémente les équations/inéquations
données dans 1’énoncé de I’exercice.
On utilisera les variables :
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c de type string : c’est la chaine a vérifier
luk de type boolean : contiendera le résultat a retourner
I, som de type integer : i pour la chaine et som pour les sommes partielles des d(w;)

Program Exol3a;
uses wincrt;

var ¢ : string;
luk : boolean;
i,som : integer;
Function Verifa : boolean;
begin
if c='"'" then luk := false
else
if c='a' then luk := true
else begin
som := 0; i:=1; luk := true;
while (i<length(c)) and (som>=0) and luk do
begin
if cl[i]='a' then
som := som-1
else
if c[i]="b' then
som := som+1l
else
luk := false;
i = 141
end;
luk := luk and (som=0) and (c[i]='a");
end;
Verifa := luk

end; (* fin de Verifa *)

Begin
writeln ('donner un mot : ');
readln(c);
if Verifa then
writeln ('c''est un mot de Lukasiewicz')
else
writeln('ce n''est pas un mot de Lukasiewicz');
End.

5-b) Avant d’écrire le programme de Vérification, on modifie un peu la grammaire de 4)
En ajoutant un nouveau non terminal S’°, qui sera le nouvel axiome, et la regle S — S#
On associera, dans le programme, a chaque non terminal une procédure Pascal :
a S’ on écrit la procédure Verifb ;
a S on écrit la procédure (récursive) S.
Chaque procédure sera codée suivant les régles de production du non terminal associé.
La chaine a vérifier sera stockée dans la variable c de type string ; elle sera parcourue
avec I’indice i : variable de type integer.
Le résultat est retourné dans la variable luk de type boolean.
On obtient ainsi ce qui suit :
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Program Exol3b;
uses wincrt;

var ¢ : string;
luk : boolean;
n,i : integer;

Procedure Verifb;
procedure S;
begin
if (i<=n) and luk then begin
if cl[i]='a' then i:= i+1
else
if c[i]="b' then begin
1:=i+1;
S;
if i>n then
luk := false
else
S
end
else luk := false;
end
end; (* fin de S¥*)
begin
i:=1; luk := true;
c :=c + "#';
S
luk := luk and (c[i]="#");
end; (* fin de Verifb *)

Begin
writeln ('donner un mot : ');
readln(c);
if c¢c="''" then luk := false
else
if c='a' then luk := true
else begin
n := length(c);
if (n>=3) then
Verifb
else
luk := false;
end;
if luk then
writeln ('c''est un mot de Lukasiewicz')
else
writeln('ce n''est pas un mot de Lukasiewicz');
End.
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