Chapitre 3
Cinématique

La cinématique permet de décrire de maniére générale ’évolution d’un mobile (un point ou un ensemble de points)
au cours du temps, sans s’intéresser aux causes du mouvement. Pour ceci, des concepts essentiels sont introduits tel que
"le vecteur vitesse", "la notion de référentiel”, "le moment cinétique" et bien d’autres... La cinématique repose sur des
principes physiques permettant de relier mathématiquement et/ou conceptuellement toutes ces notions.

3.1 Quelques définitions

3.1.1 L’observateur

L’observateur est un étre qui a conscience de I’écoulement du temps, fleché du passé vers le futur, et qui percoit
Pexistence d’objets indépendants de lui-méme, localisés dans I'espace et pouvant se déplacer au cours de temps.

3.1.2 Notion de référentiel

Un référentiel est un systéme d’axes de coordonnées, liés & un observateur muni d’une horloge. La notion de mouvement
n’a pas de caractére absolu mais est relative au référentiel par rapport auquel il est décrit. En effet, deux observateurs placés
dans deux référentiels en mouvement relatif décriront de facon différentes le mouvement d’'un méme point de ’espace.

3.1.3 Une classe de référentiels particuliers : les référentiels "galiléens"

Les référentiels galiléens sont les référentiels animes d’un mouvement de translation rectiligne uniforme par rapport au
référentiel de Copernic. Le référentiel de Copernic est le référentiel dont 'origine est au barycentre du systéeme solaire et
dont les azes sont dirigés vers des étoiles lointaines dites "étoiles fizes" (Livre JP-Faroux).

Il est difficile de saisir la notion de référentiel galiléen avant d’introduire les concepts de changement de référentiels
(chapitre 4). En pratique, un référentiel sera considéré comme galiléen si, dans ce dernier et pour un temps d’observation
donné, le mouvement d’un mobile n’étant soumis & aucune force extérieure est rectiligne et de vitesse constante.

3.1.4 Notion de repére de temps

Un repére de temps (O’, t) est constitué d’un point d’origine O’ du temps, et d’un vecteur § selon 'axe du temps. Tout
événement observé a un instant 7 donné par un observateur est daté. Ainsi, & tout instant 7 I'observateur peut associer
un nombre réel tel que : O'r =t.5 En mécanique classique, le temps est considéré comme un paramétre du mouvement
et sera de ce fait, plutot représenté par un scalaire.

3.1.5 Notion de point matériel

Il g’agit d’'un point géométrique associé & un systéme de corps dont la position est parfaitement déterminée par la
donnée de trois coordonnées (dans I’espace a trois dimensions) et d’un paramétre temporel. En pratique on "modélisera"
un corps quelconque par un son centre de gravité (un point) auquel est associé toute la masse du corps en question. Dans
certains cas, cette approximation est trop grossiére et ne peut pas correctement décrire le mouvement réel d’un corps.
C’est le cas par exemple des corps déformables, ou de grande dimensions devant les variations de potentiel auxquels ils
sont soumis, ou encore des corps de dimensions trés petites (électrons) délocalisés.

3.1.6 Repére et coordonnées

Pour tout observateur, 3 coordonnées suffisent & positionner un point dans ’espace (& 3 dimensions). Le repére d’espace
permet d’introduire la notion de coordonnées. Il est constitué d’un point origine O et d’une base de trois vecteurs non
colinéaires (Z, 5, E) Un repére d’espace orthonormé est un repére d’espace tels que les 3 vecteurs de base associés sont
orthogonaux 2 a 2 et de norme unité. En général, on distingue trois repéres d’espace usuels : le repére cartésien, le repére
cylindrique et le repére sphérique.
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Repére cartésien

Le repére cartésien est orthonormé. Il est constitué de trois vecteurs unitaires "fixes" dans le référentiel choisi. Les trois
vecteurs unitaires (e, €,,€2) déterminent les trois directions usuelles de l'espace {[Oz), [Oy), [Oz)}. La position d'un
point quelconque M dans ce repére est définie & partir du point origine O et des coordonnées (x,y, z). Le vecteur position
s’écrit :

Les trois vecteurs unitaires du repére cartésien sont "fixes" dangs le référentiel d’observation. On dit aussi qu’ils sont
"liés" au référentiel. En d’autres termes, cela signifie que ni la norme, ni la direction, ni le sens de ces vecteurs unitaires
ne changent au cours du temps.

Repére cylindrique

Le repére cylindrique est orthonormeé. Il est constitué de trois vecteurs unitaires (€, €g, €2) dont un (€2) est "fixe" dans
le référentiel choisi tandis que les deux autres (€, et €g) sont "variables". La position d’un point quelconque M dans ce
repére est définie & partir du point origine O et des coordonnées (p, 6 z). Le vecteur position s’écrit :

OM = p-€,+ 2.6,

& Remarque 1 : nous verrons dans le chapitre suivant que le vecteur €y est utilisé pour exprimer, entre autre,
la vitesse et laccélération d’un point matériel.

& Remarque 2 : le repére polaire, 6 deuz dimensions, se déduit du repére cylindrique en supprimant la troisiéme
composante de l'espace représentée par le vecteur €.. Les vecteurs de base sont (€,,€p) et le vecteur OM s’écrit

simplement : OM = p-€,

& Remarque 8 : Nous verrons par la suite que les vecteurs €, et ey peuvent étre exprimés en fonction des
vecteurs du repére cartésien ey, €,. Cette opération est utile dans la démonstration de certaines relations, mais
devra étre évitée lorsque 'on travaille dans le repére cylindrique.

Repére sphérique

Le repére sphérique est orthonormé. Il est constitué de trois vecteurs unitaires (é,, €s, €5), tous sont "variables" dans
le référentiel choisi. La position d’un point quelconque M dans ce repére est définie & partir du point origine O et des
coordonnées (r, 6, ¢). Le vecteur position s’écrit :

—

OM = re. ou OM =

S Remarque 1 : nous verrons dans le chapitre suivant que les vecteurs € et €y sont utilisés pour exprimer,
entre autre, la vitesse et l'accélération d’un point matériel.

& Remarque 2 : Nous verrons par la suite que les vecteurs €., ép et € peuvent étre exprimés en fonction des
vecteurs du repére cartésien e, €, et .. Cette opération est utile dans la démonstration de certaines relations,
mais devra étre évitée lorsque l'on travaille dans le repére sphérique.

ATTENTION : Il ne faut pas confondre les concepts de référentiel et de repére d’espace. Dans un référentiel
donné, le méme mouvement d’un mobile peut étre décrit en utilisant des repéres d’espace différents. Par contre
le mouvement d’un mobile ne sera pas le méme suivant le référentiel dans lequel I'observateur se situe.

3.1.7 La notion de trajectoire

La trajectoire d’un point matériel constitue ’ensemble des positions de ’espace que ce dernier occupe en fonction
du temps. La trajectoire est parfaitement définie lorsque 'on connait explicitement 1’évolution temporelle de toutes les
coordonnées du vecteur position OM. Autrement dit, & chaque "valeur" du temps ¢, il est possible d’associer une position
du point M dans I’espace, repéré par ses coordonnées. Bien que la définition de la trajectoire nous semble intuitif, rappelons
que celle-ci n’existe plus dans le cadre de la mécanique quantique...
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3.2 Cinématique dans le repére cartésien

€L
3.2.1 Expression du vecteur position
En coordonnées cartésiennes, le vecteur position s’écrit
| simplement :
R R Mo P
O |

“ OM = x.c; + y.€y + 2.€; I

3.2.2 Expression du vecteur "déplacement élémentaire"

Le vecteur "déplacement" AY est obtenu logiquement en soustrayant la position du point M’ au temps t’ a celle du
point M au temps ¢ (avec t' > t). On a : A = OM'’' — OM. La définition du vecteur "déplacement élémentaire" df est
similaire & celle du vecteur "déplacement", mais cette fois-ci les temps ¢ et ¢’ sont trés proches de sorte que ' —¢ — 0. On

a alors : df = ( 1ir§1 [OM '~ OM } Mathématiquement, cela revient & différencier 'expression de OM. 1l vient :
t'—t)—0

dl = dOM = (dx.€, + x.dey,) + (dy.€, + y.de,) + (dz.é; + z.dé2)
Dans le repére cartésien, les vecteurs de base sont "fixes" par rapport au référentiel choisi, cela revient a dire qu’ils

n’évoluent pas au cours du temps, ou bien qu’ils n’ont aucun déplacement élémentaire soit : de; = 0,dey, = 0,de; = 0,.
Finalement, on obtient :

dl = dx.€, + dy.€, + dz.€, (3.4)

3.2.3 Expression du vecteur vitesse

Le vecteur vitesse se déduit de celui du vecteur "déplacement élémentaire" : v = %.

=T.€,+y€e,+2e. ou U

3.2.4 Expression du vecteur accélération

L1 . " . . . = N . = 2. - e 2, = v d
Le vecteur accélération se déduit de celui du vecteur vitesse: @ = %v. Il vient : @ = (‘;T;.ex + Call_i' d;; ) + (%.ey + %.%) +

2 — > A BN P — — — L . ..
(%.ez + ‘fl—j%) De la méme maniére que précédemment, les vecteurs e, €, et €. sont fixes dans le référentiel choisi,
leur dérivée par rapport au temps est donc nulle. Il reste :

L dPx L Py L APz e
a = + ==y + @.ez =XZ.6p + Y.y + 2.6,

PERRT

& NOTA : La dérivée premiére par rapport au temps (%) d’une grandeur X se note aussi X. La dérivée

seconde par rapport au temps (%) d’une grandeur X se note aussi X

& NOTA : La vitesse ¥ est aussi obtenue directement en dérivant le vecteur position : T = %(Oj\/[)
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3.3 Cinematique dans le repére cylindrique

3.3.1 Expression du vecteur position

e En coordonnées cylindriques, le vecteur position s’écrit :

P [ (e, . OM = p.€, + z.€. (3.7)

Si on "attache" au référentiel un repére cartésien (en plus
du repére cylindrique) avec la méme origine, il est possible
de d’exprimer (par trigonométrie élémentaire) les vecteurs €,
e et €g en fonction des vecteurs unitaires €; et e; du repére
0 - k'““:ae; cartésien (ou inversement) :
L

"""""""""" * €, =cosb.c; +sinf.e, <= €, =cosb.€, —sinb.e
€p = —sinf.e; + cosb.€, €, =sinf.€, + cosb.€

3.3.2 Expression du vecteur "déplacement élémentaire"

Nous procédons de la méme maniére que précé-
demment en différentiant le vecteur position :

dé, = d(cosb.e; +sinb.e;)
dOM = dt = (dp.€, + p.dé,) + (dz.€; + 2.d¢z) = [d(cosb).€; + cosB.de;] + [d (sinf) .€; + sin b.de,)]
On sait que dé; = 0 mais par contre de, # 0 = d(cos0).e; +d(sind).e,
car le vecteur €, est susceptible de varier pour = —df.sinf.e; + db.cosb.¢,

le repére cylindrique. Pour connaitre ’expression
de de,, revenons dans le repére cartésien un petit
moment... Nous avons :

df. (—sinf.e; + cosb.€,)
= db.ep

Ainsi, le vecteur "déplacement élémentaire", en coordonnées cylindriques, s’écrit :

dp

—

dl = dp.€, + p.df.ey+dz.e. ou dt = | p.do (3.8)
dz

3.3.3 Expression du vecteur vitesse

Le vecteur vitesse se déduit de celui du vecteur "déplacement élémentaire" : v = <.

U= p.€,+ p.0.65+ 3.6

3.3.4 Expression du vecteur accélération

Le vecteur accélération se déduit de celui du vecteur vitesse : @ = %U. 11 vient :

a = d2p €, d—pd—a’] + [@.ﬁ.eﬁé +p.i (ﬁ.eﬁ)] + {dQ >+ dz dez]
a2 dt dt dt " dt dt \ dt a2 " ardt
[d*p _ dp de, dp db d?0 db dep d?z _ dz deé
- _ﬁ@ﬁ%ﬂ [E-dt ot P g TPy dt} [F a dt]
(d%p _ dp df dp do 4?0 do dep &Pz
- _ﬁ'e’ﬁ%'%'e@} [dt a0 TP g ey dt] [ﬁ'ez]
En passant de la deuxiéme ligne a la troisiéme, nous déy = d(—sind.c, + cos0.c;)

avons utilisé la relation de, = df.cy démontrée précé- ) o . . .
demment. Il ne nous reste plus qu’d exprimer le vec- [—d (sin8) .¢; — sinf.dez] + [d (cos ) .y + cos f.dey]
teur déj en fonction des vecteurs de base ¢}, et €. Nous —d (sinf) .€; + d (cosb) .e;,

procédons de la méme maniére que précédemment, en = —df.cosf.c; — df.sinb.c,

utilisant I’expression de €y dans le repére cartésien et
en effectuant une différentiation —-

—df. (cosb.¢; +sinb.e;)
= —db.e,
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En utilisant cette derniére identité et en regroupant les composantes des vecteurs de base, il vient :
. 2p . dp do dpd@_,+ d20 doN? +d22_,
a = |—5.€,+—.—.€ —.—.€ —€p—p. | — ] € —.c,

a2 " dt e’ at dat T e TP \ar ) e dt?

— @_ d_e ’ + 2d_pﬁ+ d29 “_i_&"
— \aer P \w € deat P ) 0T

Cette derniére équation constitue I’expression générale de 'accélération dans le repére cylindrique. En notation simplifiée,
elle s’écrit aussi :

. L . h
a= (/')' — p92) €5+ (2p9 + p@) €9+ 2.6, ou a=|2p0+ pbh — pb?

3

& Remarque 1 : La dérivée par rapport au temps de langle 6 se note aussi w. Cette
grandeur représente la vitesse angulaire du point M, son unité est le rad.s=' ([T]71).
Par extension, on introduit aussi le "vecteur” & pour indiquer le plan dans lequel
s’effectue la rotation, ainsi que son sens. Par définition, le vecteur & est toujours per-
pendiculaire au plan de la rotation, sa norme est proportionnelle a la vitesse angulaire,
et sa direction indique le sens de rotation selon la régle du bonhomme d’Ampére

& Remarque 2 : Nous avons vu que la dérivée par rapport au temps des vecteurs unitaires €, el €y conduisent
.y - . — — — — 2

aux €égalités suivantes : %e,, = w.ep et %69 = —w.€,. 1l vient alors naturellement : dtQ €, = —w? .€,. Nous

remarquons aussi qu’il est possible d’exprimer trés simplement la dérivée par rapport au temps des vecteurs

"tournants" €, et ey en utilisant le produil vectoriel :

d d
dtepfw/\ep et —

& Remarque 3 : Méme dans le cas ot le vecteur & n'est pas perpendicualire aux proetion et lournant ¢
vecteurs tournants €y ou ¢€,, les relations établies ci-dessous restent wvalables :

en effet, le produit vectoriel fait intervenir le sinus de [’angle entre les vecteurs
concernés! Ainsi, on ne considére que la projection du vecteur tournant selon un azxe
perpendiculaire a &, puisque uniquement cette composante varie au cours du temps . B
(et est donc susceptible de donner une dérivée non-nulle). .

‘\//
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3.4 Cinématique dans le repére sphérique
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3.4.1 Expression du vecteur position

En coordonnées sphériques, le vecteur position s’écrit :

OM =r.é, (3.12)

En plus du repére sphérique, nous "attachons" au référentiel
utilisé un repére cartésien avec la méme origine. Il est possible
de d’exprimer (par trigonométrie élémentaire) les vecteurs é;.,
€p et €, en fonction des vecteurs unitaires €, €; et €. du
repére cartésien :

€, = sinf cos ¢.€; + sinfsin ¢.€, + cos b.€;
€p = cos B cos ¢.€; + cosfsin ¢.€;, —sinf.e;

€y = —sin¢g.€; + cos @.€;,

3.4.2 Expression du vecteur "déplacement élémentaire"

Pour établir 'expression mathématique du vecteur d?, nous pouvons procéder exactement
de la méme maniére que précédemment, c’est & dire en exprimant le vecteur OM a laide de
ses coordonnées cartésiennes et en le différentiant, puis en essayant de faire ressortir & nouveau
des vecteurs unitaires du repére sphérique. Le calcul ne présente aucune difficulté technique...
il est d’ailleurs effectué dans le paragraphe suivant ! Cependant (et pour changer), nous allons

établir ’expression de dt a partir de considérations géométriques. Nous recherchons dl sous la
forme df = dA.é; + dB.ép + dC.€} ou dA, dB et dC sont des éléments différentiels (scalaires)
respectivement égaux & d¢ lorsque...

— dA = dl lorsque 0 et ¢ sont fixes, seule la coordonnée r peut changer. On a donc : dA = dr
— dB = dl lorsque 1 et ¢ sont fixes, seule la coordonnée 6 peut changer. On a donc : dB = r.df
— dC = dl lorsque 7 et 0 sont fixes, seule la coordonnée ¢ peut changer. On a donc : dC' = r.sin6.d¢

11 vient :

& Remarque :

dt = dr.e; + r.df.cy + r.sinb.dp.cg

(3.13)

La technique utilisée ici est aussi valable pour retrouver rapidement l’expression de dl dans le

repere cylindrique (ou cartésien) ! Ainsi, il est inutile d’apprendre "par coeur” Uexpression du vecteur deuisqu il
est possible de le retrouver tres facilement.

3.4.3 Expression du vecteur vitesse

Le vecteur vitesse se déduit de celui du vecteur "déplacement élémentaire"

d
o+ r.— €+ T sm9—¢

dt

—

6 ou v
dt?

= 7.6, 4+ 1.0.65 + r.sin 9.(;'5.6_(;

r.sin 9.gf)

3.4.4 Expression du vecteur accélération

Le vecteur accélération se déduit de celui du vecteur vitesse : @ =

QL

P

—~

3
o
3

Sl g

TN N N

7.6y + 7.6,

(

(7‘.6—; +7.0.6) +r.sin 9.&.6})
d d .

)+ 7 (7" 0. 69) + pn (r. sin 9.(;5.625)

7.6 + 7“6_;) (7“ 0.65 + r 9 €0 )

7.6, + 7.”.6._,:) (7969 +r {969 + OGGD

)

—

T(969+T969+7“969

)

(
(

4

{t
4

’I“

4§11 vient (en utilisant les notations simplifiées) :

sinf] .. + 7. sin . — [ée(/)})

sin @ -+ 7.0. cos@} d)e¢+7 sin 0 [d) 6¢+¢%D

. sm@qbe(/) + 7.0. cos 6. qbe(/)—i-r sin 6. qbe(/)—i-r s1n9qbe¢)
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Pour poursuivre le calcul, nous sommes (cette fois-ci) contraints de calculer explicitement €;.; éj et €

Rappel : €, = sinf cos ¢.€; +sinfsin ¢p.€; +cosb.€. , €y = cosfcos ¢p.€; + cosfsing.e, —sinf.e. et ez = —sing.€; + cos ¢.€y
soit...

6 = 4 (sin 6 cos @) .€x + 4 (sin@sin ¢) .€y + 4 (cosb) .e;

T T dt Yt o

6 = (9 cosfcos o — q.ﬁsin 0 sin qﬁ) €x + (9 cos @sin ¢ + q.ﬁsin 0 cos qﬁ) €y — O sin 6.2
= Gcosbcosp.€, + 6 cos O sin ¢.€y, — ¢ sin 0 sin ¢.€; + ¢ sin 6 cos p.€y — fsinb.e;
= féy+ psinb.e;

d L d d . R
% = - (cos O cos @) .€5 + 7 p7 (—sin@) .€.

€ = (79 sin 6 cos ¢ — ¢ cos f'sin d)) €+ (79 sin @sin ¢ + ¢ cos 6 cos d)) €y — 6 cos b.€.

(cosOsin @) .y +

= —fsinfcos .6, — fsinfsin ¢.ey — é cos Osin ¢.€; + ¢ cos 8 cos ¢.€5 — 6 cos 0.€%

= 796_;« + d)cos 0.5

L d . ., da -
€% = - (—sin @) .€; + 7 (cos @) .y,
e'?b = —¢cos .6, — psin .6,

= —qﬁ sin é;. — (Z)COS 0.ep (remplacez €, et €y par leurs expressions dans le repére cartésien et vérifiez la validité de cette relation)

En remplacant les expressions de el;; o et ei; dans celle de @, puis en regroupant les termes et en les simplifiant, il vient
finalement :

a= (i‘.e'; + 7. (969 + d)sm& e¢)) + (1’"96_& +rfey + 10 <79.e7 + d}cos 9.6}3)) +

(7‘. sin O.d').e}; + 7.0 cos O.d.)e?; + rsin 9.{56}} +rsinf.¢ <fd'>sin 0ér. — ¢ cos 9.6’5))

a= (r — r6* — r¢?* sin’ 9) .6+ <2r9 + 76 — ré? sin 6 cos 9) €9+ (27“9139 cos 0 + 27¢sin 0 + résin 9) €%

& Méthode : Par construction, les expressions des vecteurs €;., € et €5 dans la base {€;, €;, €.} s’expriment a 'aide du cosinus
et du sinus des angles 6 et ¢. Il ne sert a rien d’apprendre ces expressions "par coeur" puisque, une fois que 'on a compris
comment elles sont construites, on peut toujours les redémontrer. Toutefois une erreur est si vite arrivée... Vous pouvez (devez)
tester vos projections vectorielles dans des cas simples. Par exemple, un étudiant a trouvé les expressions suivantes :

€ = sinfcos¢.€; + sinfsin ¢p.€y + cos b.€2
€9 = cosbcosp.e; + cosfsinp.€; —sinb.e.
€; = —sing.€; + cosp.€y
On sait que si @ =0 et ¢ =0, alors ¢ =€z, €y = €z et € = ¢y On sait que si 6 = T et ¢ = 0, alors €. = €3, €) = —€2 et €5 = €
II ne reste plus qu’a tester les expressions trouvées : On vérifie :
L o L7 ~ — sin (%) cos0.6% + sin () sin . N
€r =sin0cos0.e; +sin0sin0.e; + cos0.e; = €, er = sin ( 2) cos 0.€z + sin ( 2) sin 0.€; + cos ( 2) ez =€
- - . - . R — - 7 -
ep = cos0cos0.e; + cos0sin0.€; — sin0.ez = €. €p = cos (727) cos 0.z + cos (%) sin0.€; — sin (%) €z = —€z
. . - R N N . N S 7 4
€y = —sin0.ez + cos0.ey; = €y ep = —sin0.eg + cos0.ey =€
On sait que si 6 = 5 et ¢ = 7, alors & = €y, €5 = —€ On sait que si § = m et ¢ = 7, alors ¢, = —€%, €5 = €5 et
et e¢ = —€x 625 = —ea
On vérifie : On vérifie :
- . - . . - 7 o N . - . . i 4 ? -
er:sm(g)cos(g).ex-‘rsln(%) sm(%) €y+COS(g)-€ =€y € = sinmcos m.€; + sinwsinm.€y + cos m.€z = —€
- . & . - 2 - — - . - . - 7 o
eg:cos(%)cos( ) eercos(%) (%) yfsm(%).ezzfez € = COS T COST.€x + cosTsinm.€; —sinm.e; = ez
- . o L e - ; - -1 _ -
e(i):—sul(%) ez+cos(2) y:—ez €¢=7SIH7T.61+COS7T.€y=76y

Etc... Toutes les expressions sont correctes, les équations semblent a priori bien étre les bonnes!
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3.5 Repére de Frenet

On désigne par (), Y1) et z) les coordonnées cartésiennes d’un point M. Sa trajectoire
définie une courbe qui est orientée dans le sens du mouvement (suivant les valeurs croissantes
du temps). La direction de la tangente a une courbe en un point M est la direction d’une
corde M M’ lorsque M tend vers M’. On définit le vecteur unitaire €7 comme étant le vecteur
unitaire tangent a la courbe et orienté dans le sens du mouvement. On introduit le vecteur
en, orthogonal a et et dirigé selon la concavité de la trajectoire. Le plan formé par les
vecteurs e7 et ex est aussi appelé le plan "osculateur" au point M considéré. On compléte
ces deux vecteurs unitaires par le vecteur € = €1 Aex. Le vecteur ainsi définit porte le nom
de binormale. La base (e7, ex, €p) constitue le triedre de Frenet.

3.5.1 Expression du vecteur position

Dans le repére de Frenet, il est impossible d’écrire de maniére explicite le vecteur position OM. Nous définissons cependant une
abscisse curviligne s (un scalaire) de M de long de la trajectoire comme étant égal a la longueur de arc OM.

3.5.2 Expression du vecteur "déplacement élémentaire"

Le vecteur "déplacement élémentaire" s’écrit simplement :

dOM = dt = ds.ep (3.16)

“ Remarque 1 : dt = \/dz? + dy? + dz?.er en exprimant ds & l'aide des coordonnées cartésiennes, at =
Vdr? + (r.d)2 + dz2.€1 en exprimant ds & laide des coordonnées cylindriques et dt = Vdr? + (r.d)? + (rsinf.de)2.er
en exprimant ds selon les coordonnées sphériques

“ Remarque 2 : Cette équation permet aussi de donner une nouvelle définition du vecteur e : er =

- d(OM)
ds

3.5.3 Expression du vecteur vitesse

Le vecteur vitesse se déduit du vecteur "déplacement élémentaire" :

7= —.er (3.17)

Le vecteur vitesse est toujours dirigé selon le vecteur e7, Naturellement, il vient : ¥ = ||7||.er

3.5.4 Expression du rayon de courbure

M7

La courbure d’une courbe C (scalaire) au point M est définie de la maniére suivante :

— T v _ Ay
C= MI,ILHM MM~ ds
Le rayon de courbure est défini comme l'inverse de la courbure : R = % = 5—‘;. Dans le
repére de Frenet, il vient :
dep _ ex
— . — — - ds — . ds — R
d(er) = lim (eT(J\l’) - eT(M)) =dy.exy = Fen soit

M’'—M

3.5.5 Expression du vecteur accélération

. L . . - — 2 —
Le vecteur accélération se déduit du vecteur vitesse : @ = %v = %.eT +
Zj.% (e7). Or nous avons vu précédemment que d(¢7) = ek, soit
= (e1) = %%67\7. 11 vient naturellement :
2 - -

L d’s L L (ds\ o _dl s la* -
a=—-—er+—|—) e =——.e7+—.en

dt? R\ dt dt R
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3.6 Pourquoi avons-nous besoin de ces repéres ?

A Tévidence, le repére cartésien est certainement le plus intuitif d’entre tous. C’est peut-étre aussi le plus "facile" a utiliser
puisque ses vecteurs de base sont "fixes" dans le référentiel choisi.. 7 Cette derniére affirmation n’est peut-étre pas tout a fait cor-
recte : Pour s’en convaincre, reprenons le principe de Curie :

— Lorsque certaines causes produisent certains effets, les éléments de symétrie des causes doivent se retrouver dans les éléments
de symétrie des effets produits

— Lorsque certains effets révélent une certaine dissymétrie, cette dissymétrie doit se retrouver dans les causes qui lui ont donné
naissance.

Les éléments de symétrie d’un objet physique sont les transformations géométriques qui laissent cet objet invariant, c’est & dire
qui peuvent I'amener en coincidence avec lui-méme. Nous verrons, au cours des prochains chapitres, que ’application de forces
précéde le mouvement. Les forces peuvent donc étre considérées comme des "causes"” et le mouvement d’un corps comme un "effet".
Si les forces possédent des éléments de symétrie cylindrique (par exemple), alors le mouvement du corps sur lequel s’appliquent ces
forces possédera aussi des éléments de symétrie cylindrique... et nous avons tout intérét & utiliser le repére cylindrique! Choisir un
autre repére (cartésien, sphérique...) est possible, mais dans ce dernier les éléments de symétrie du mouvement seront trés difficiles
a intuiter, et les équation de la trajectoire deviendront trés vite intraitables (bien que toujours justes!).

Les formules établies de la position, de la vitesse et de ’accélération d’un point matériel dans les repéres cartésiens, cylindriques,
sphériques et de Frenet sont générales : c’est & dire qu’elles sont susceptibles de décrire parfaitement toutes les trajectoires possibles,
vitesses ou accélérations. Dans la pratique, de nombreux termes disparaissent naturellement en étudiant (entre autre) les symétries
des causes du mouvement (les forces). En outre, 'étude de la dimension du mouvement peut aussi simplifier considérablement les
calculs... par exemple, si le mouvement d’un corps a lieu dans un plan horizontal {€;, €,} il est possible de supprimer les composantes
selon €. dans le repére cartésien et/ou cylindrique...

& ATTENTION : Si vous étes susceptibles d’utiliser un repére autre que ceuzr énoncés dans ce chapitre, assurez-vous
qu’il reste toutefois orthonormé!

3.7 Exemples de mouvements simples

3.7.1 Le mouvement rectiligne

Il s’agit certainement du mouvement le plus simple d’entre tous. Pour traiter ce type de mouvement, nous choisissons le repére
cartésien (en ne s’intéressant qu’a la composante selon €;). Nous aurions aussi pu choisir le repére cylindrique (composante selon
€, uniquement) ou le repére sphérique (composante selon €, uniquement).

— Si le mouvement est rectiligne uniforme : @ = 0, 7= C' = vp.€; et R = o0 (rayon de courbure). Notons que v = 0 = C*® est
un cas particulier de mouvement rectiligne uniforme : I'objet est immobile.

— Si le mouvement est rectiligne uniformément accéléré (retardé) :
(

¢) :d=C" =ap.c;, T=0(t).€; et R =00
les vecteurs vitesse et accélération sont dans le méme sens (@.7 > 0) dans le cas accéléré, tandis qu’ils sont en sens opposé
(d.7 < 0) dans le cas retardé.

— Si le mouvement est rectiligne non-uniformément accéléré : @ = a(t).€;, U= v(t).€; et R = o0

3.7.2 Le mouvement circulaire

Le mouvement "circulaire" signifie mathématiquement R = C*¢. Il s’agit d’un mouvement plan. Nous choisissons de 1’étudier
dans le repére cylindrique dépourvu de la composante selon €2 - il s’agit du repére polaire (€,,€p). Nous aurions aussi pu étudier le
mouvement circulaire dans le repére sphérique en supprimant la composante selon € et en posant § = C*® # 0.

. . . . . 2 .
— Si le mouvement est circulaire uniforme, alors p = C* = pg et % = (" = w. De ce fait, %‘? =0et % = 0, 'expression
de l'accélération devient : @ = —pow?.¢,, et Uexpression de la vitesse devient : ¥ = pow.cp. Dans ce cas uniquement, le repére
cylindrique et le repére de Frenet correspondent (presque!) : €, = —eX et ép = er
. . . . . 1. . 2 . . . — — . -
— Si le mouvement est circulaire uniformément accéléré (p = C* = po et L2 = C* = &), il vient @ = —pow?,,.€, + pow.€s et
dt? ’ (t)-=p
v = po.w@).eg
— Sile mouvement est non-uniformément accéléré, nous avons uniquement p = C*® = pg soit p = 0. Il vient : @ = —poh2.€,+pob.€p
) P

et U = po.w(t).e_é

3.7.3 Autres types de mouvement...

— Le mouvement hélicoidal, & étudier de préférence dans le repére cylindrique, ou p = C*® mais z = 2(t)

— Le mouvement de spirale, a étudier de préférence dans le repére cylindrique, ou z = 0 et p = p()

— Le mouvement cycloidal, a étudier de préférence dans le repére cartésien (ex : la trajectoire de la valve d’une roue de vélo en
circulation)

— Les mouvements vibratoires, a étudier dans 'un ou 'autre des repéres selon les symétries de la vibration

— Le mouvement elliptique, le mouvement hyperbolique, le mouvement parabolique etc...
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