
Chapitre 3CinématiqueLa 
inématique permet de dé
rire de manière générale l'évolution d'un mobile (un point ou un ensemble de points)au 
ours du temps, sans s'intéresser aux 
auses du mouvement. Pour 
e
i, des 
on
epts essentiels sont introduits tel que"le ve
teur vitesse", "la notion de référentiel", "le moment 
inétique" et bien d'autres... La 
inématique repose sur desprin
ipes physiques permettant de relier mathématiquement et/ou 
on
eptuellement toutes 
es notions.3.1 Quelques dé�nitions3.1.1 L'observateurL'observateur est un être qui a 
ons
ien
e de l'é
oulement du temps, �é
hé du passé vers le futur, et qui perçoitl'existen
e d'objets indépendants de lui-même, lo
alisés dans l'espa
e et pouvant se dépla
er au 
ours de temps.3.1.2 Notion de référentielUn référentiel est un système d'axes de 
oordonnées, liés à un observateur muni d'une horloge. La notion de mouvementn'a pas de 
ara
tère absolu mais est relative au référentiel par rapport auquel il est dé
rit. En e�et, deux observateurs pla
ésdans deux référentiels en mouvement relatif dé
riront de façon di�érentes le mouvement d'un même point de l'espa
e.3.1.3 Une 
lasse de référentiels parti
uliers : les référentiels "galiléens"Les référentiels galiléens sont les référentiels animes d'un mouvement de translation re
tiligne uniforme par rapport auréférentiel de Coperni
. Le référentiel de Coperni
 est le référentiel dont l'origine est au bary
entre du système solaire etdont les axes sont dirigés vers des étoiles lointaines dites "étoiles �xes" (Livre JP-Faroux).Il est di�
ile de saisir la notion de référentiel galiléen avant d'introduire les 
on
epts de 
hangement de référentiels(
hapitre 4). En pratique, un référentiel sera 
onsidéré 
omme galiléen si, dans 
e dernier et pour un temps d'observationdonné, le mouvement d'un mobile n'étant soumis à au
une for
e extérieure est re
tiligne et de vitesse 
onstante.3.1.4 Notion de repère de tempsUn repère de temps (O′, t) est 
onstitué d'un point d'origine O′ du temps, et d'un ve
teur ~s selon l'axe du temps. Toutévènement observé à un instant τ donné par un observateur est daté. Ainsi, à tout instant τ l'observateur peut asso
ierun nombre réel tel que : ~O′τ = t.~s. En mé
anique 
lassique, le temps est 
onsidéré 
omme un paramètre du mouvementet sera de 
e fait, plut�t représenté par un s
alaire.3.1.5 Notion de point matérielIl s'agit d'un point géométrique asso
ié à un système de 
orps dont la position est parfaitement déterminée par ladonnée de trois 
oordonnées (dans l'espa
e à trois dimensions) et d'un paramètre temporel. En pratique on "modélisera"un 
orps quel
onque par un son 
entre de gravité (un point) auquel est asso
ié toute la masse du 
orps en question. Dans
ertains 
as, 
ette approximation est trop grossière et ne peut pas 
orre
tement dé
rire le mouvement réel d'un 
orps.C'est le 
as par exemple des 
orps déformables, ou de grande dimensions devant les variations de potentiel auxquels ilssont soumis, ou en
ore des 
orps de dimensions très petites (éle
trons) délo
alisés.3.1.6 Repère et 
oordonnéesPour tout observateur, 3 
oordonnées su�sent à positionner un point dans l'espa
e (à 3 dimensions). Le repère d'espa
epermet d'introduire la notion de 
oordonnées. Il est 
onstitué d'un point origine O et d'une base de trois ve
teurs non
olinéaires (~i, ~j, ~k). Un repère d'espa
e orthonormé est un repère d'espa
e tels que les 3 ve
teurs de base asso
iés sontorthogonaux 2 a 2 et de norme unité. En général, on distingue trois repères d'espa
e usuels : le repère 
artésien, le repère
ylindrique et le repère sphérique. 11



Repère 
artésienLe repère 
artésien est orthonormé. Il est 
onstitué de trois ve
teurs unitaires "�xes" dans le référentiel 
hoisi. Les troisve
teurs unitaires ( ~ex, ~ey, ~ez) déterminent les trois dire
tions usuelles de l'espa
e {[Ox), [Oy), [Oz)}. La position d'unpoint quel
onque M dans 
e repère est dé�nie à partir du point origine O et des 
oordonnées (x, y, z). Le ve
teur positions'é
rit :
~OM = x. ~ex + y. ~ey + z. ~ez ou ~OM =




x

y

z


 (3.1)Les trois ve
teurs unitaires du repère 
artésien sont "�xes" dans le référentiel d'observation. On dit aussi qu'ils sont"liés" au référentiel. En d'autres termes, 
ela signi�e que ni la norme, ni la dire
tion, ni le sens de 
es ve
teurs unitairesne 
hangent au 
ours du temps.Repère 
ylindriqueLe repère 
ylindrique est orthonormé. Il est 
onstitué de trois ve
teurs unitaires (~eρ, ~eθ, ~ez) dont un (~ez) est "�xe" dansle référentiel 
hoisi tandis que les deux autres (~eρ et ~eθ) sont "variables". La position d'un point quel
onque M dans 
erepère est dé�nie à partir du point origine O et des 
oordonnées (ρ, θ z). Le ve
teur position s'é
rit :

~OM = ρ.~eρ + z. ~ez ou ~OM =




ρ

0
z


 (3.2)Remarque 1 : nous verrons dans le 
hapitre suivant que le ve
teur ~eθ est utilisé pour exprimer, entre autre,la vitesse et l'a

élération d'un point matériel.Remarque 2 : le repère polaire, à deux dimensions, se déduit du repère 
ylindrique en supprimant la troisième
omposante de l'espa
e représentée par le ve
teur ~ez. Les ve
teurs de base sont (~eρ, ~eθ) et le ve
teur ~OM s'é
ritsimplement : ~OM = ρ.~eρRemarque 3 : Nous verrons par la suite que les ve
teurs ~eρ et ~eθ peuvent être exprimés en fon
tion desve
teurs du repère 
artésien ~ex, ~ey. Cette opération est utile dans la démonstration de 
ertaines relations, maisdevra être évitée lorsque l'on travaille dans le repère 
ylindrique.Repère sphériqueLe repère sphérique est orthonormé. Il est 
onstitué de trois ve
teurs unitaires (~er, ~eθ, ~eφ), tous sont "variables" dansle référentiel 
hoisi. La position d'un point quel
onque M dans 
e repère est dé�nie à partir du point origine O et des
oordonnées (r, θ, φ). Le ve
teur position s'é
rit :

~OM = r. ~er ou ~OM =




r

0
0


 (3.3)Remarque 1 : nous verrons dans le 
hapitre suivant que les ve
teurs ~eθ et ~eφ sont utilisés pour exprimer,entre autre, la vitesse et l'a

élération d'un point matériel.Remarque 2 : Nous verrons par la suite que les ve
teurs ~er, ~eθ et ~eφ peuvent être exprimés en fon
tion desve
teurs du repère 
artésien ~ex, ~ey et ~ez. Cette opération est utile dans la démonstration de 
ertaines relations,mais devra être évitée lorsque l'on travaille dans le repère sphérique.ATTENTION : Il ne faut pas 
onfondre les 
on
epts de référentiel et de repère d'espa
e. Dans un référentieldonné, le même mouvement d'un mobile peut être dé
rit en utilisant des repères d'espa
e di�érents. Par 
ontrele mouvement d'un mobile ne sera pas le même suivant le référentiel dans lequel l'observateur se situe.3.1.7 La notion de traje
toireLa traje
toire d'un point matériel 
onstitue l'ensemble des positions de l'espa
e que 
e dernier o

upe en fon
tiondu temps. La traje
toire est parfaitement dé�nie lorsque l'on 
onnait expli
itement l'évolution temporelle de toutes les
oordonnées du ve
teur position ~OM . Autrement dit, à 
haque "valeur" du temps t, il est possible d'asso
ier une positiondu point M dans l'espa
e, repèré par ses 
oordonnées. Bien que la dé�nition de la traje
toire nous semble intuitif, rappelonsque 
elle-
i n'existe plus dans le 
adre de la mé
anique quantique...12



3.2 Cinématique dans le repère 
artésien3.2.1 Expression du ve
teur positionEn 
oordonnées 
artésiennes, le ve
teur position s'é
ritsimplement :
~OM = x. ~ex + y. ~ey + z. ~ez3.2.2 Expression du ve
teur "dépla
ement élémentaire"Le ve
teur "dépla
ement" ~∆ℓ est obtenu logiquement en soustrayant la position du point M ′ au temps t′ à 
elle dupoint M au temps t (ave
 t′ > t). On a : ~∆ℓ = ~OM ′ − ~OM . La dé�nition du ve
teur "dépla
ement élémentaire" ~dℓ estsimilaire à 
elle du ve
teur "dépla
ement", mais 
ette fois-
i les temps t et t′ sont très pro
hes de sorte que t′ − t → 0. Ona alors : ~dℓ = lim

(t′−t)→0

[
~OM ′ − ~OM

]. Mathématiquement, 
ela revient à di�éren
ier l'expression de ~OM . Il vient :
~dℓ = d ~OM = (dx. ~ex + x.d ~ex) + (dy. ~ey + y.d~ey) + (dz.~ez + z.d~ez)Dans le repère 
artésien, les ve
teurs de base sont "�xes" par rapport au référentiel 
hoisi, 
ela revient à dire qu'ilsn'évoluent pas au 
ours du temps, ou bien qu'ils n'ont au
un dépla
ement élémentaire soit : d ~ex = 0, d ~ey = 0, d~ez = 0,.Finalement, on obtient :

~dℓ = dx. ~ex + dy. ~ey + dz.~ez (3.4)3.2.3 Expression du ve
teur vitesseLe ve
teur vitesse se déduit de 
elui du ve
teur "dépla
ement élémentaire" : ~v =
~dℓ
dt
.

~v =
dx

dt
. ~ex +

dy

dt
. ~ey +

dz

dt
. ~ez ou ~v = ẋ. ~ex + ẏ. ~ey + ż. ~ez ou ~v =




ẋ

ẏ

ż


 (3.5)3.2.4 Expression du ve
teur a

élérationLe ve
teur a

élération se déduit de 
elui du ve
teur vitesse : ~a = d

dt
~v. Il vient : ~a =

(
d2x
dt2

. ~ex + dx
dt

.d ~ex

dt

)
+
(

d2y
dt2

. ~ey + dy
dt

.
d ~ey

dt

)
+

(
d2z
dt2

. ~ez + dz
dt

.d ~ez

dt

). De la même manière que pré
édemment, les ve
teurs ~ex, ~ey et ~ez sont �xes dans le référentiel 
hoisi,leur dérivée par rapport au temps est don
 nulle. Il reste :
~a =

d2x

dt2
. ~ex +

d2y

dt2
. ~ey +

d2z

dt2
. ~ez ou ~a = ẍ. ~ex + ÿ. ~ey + z̈. ~ez ou ~a =




ẍ

ÿ

z̈


 (3.6)

NOTA : La dérivée première par rapport au temps ( d
dt

) d'une grandeur X se note aussi Ẋ. La dérivéese
onde par rapport au temps ( d2

dt2

) d'une grandeur X se note aussi ẌNOTA : La vitesse ~v est aussi obtenue dire
tement en dérivant le ve
teur position : ~v = d
dt

( ~OM ).
13



3.3 Cinematique dans le repère 
ylindrique3.3.1 Expression du ve
teur positionEn 
oordonnées 
ylindriques, le ve
teur position s'é
rit :
~OM = ρ.~eρ + z. ~ez (3.7)Si on "atta
he" au référentiel un repère 
artésien (en plusdu repère 
ylindrique) ave
 la même origine, il est possiblede d'exprimer (par trigonométrie élémentaire) les ve
teurs ~eρet ~eθ en fon
tion des ve
teurs unitaires ~ex et ~ey du repère
artésien (ou inversement) :

~eρ = cos θ. ~ex + sin θ. ~ey ⇐⇒ ~ex = cos θ. ~eρ − sin θ. ~eθ

~eθ = − sin θ. ~ex + cos θ. ~ey ~ey = sin θ. ~eρ + cos θ. ~eθ3.3.2 Expression du ve
teur "dépla
ement élémentaire"Nous pro
édons de la même manière que pré
é-demment en di�érentiant le ve
teur position :
d ~OM = ~dℓ = (dρ.~eρ + ρ.d~eρ) + (dz.~ez + z.d~ez)On sait que d~ez = 0 mais par 
ontre d~eρ 6= 0
ar le ve
teur ~eρ est sus
eptible de varier pourle repère 
ylindrique. Pour 
onnaître l'expressionde d~eρ, revenons dans le repère 
artésien un petitmoment... Nous avons :

d~eρ = d (cos θ. ~ex + sin θ. ~ey)

= [d (cos θ) . ~ex + cos θ.d ~ex] + [d (sin θ) . ~ey + sin θ.d~ey]

= d (cos θ) . ~ex + d (sin θ) . ~ey

= −dθ. sin θ. ~ex + dθ. cos θ. ~ey

= dθ. (− sin θ. ~ex + cos θ. ~ey)

= dθ.~eθAinsi, le ve
teur "dépla
ement élémentaire", en 
oordonnées 
ylindriques, s'é
rit :
~dℓ = dρ.~eρ + ρ.dθ. ~eθ + dz.~ez ou ~dℓ =




dρ

ρ.dθ

dz


 (3.8)3.3.3 Expression du ve
teur vitesseLe ve
teur vitesse se déduit de 
elui du ve
teur "dépla
ement élémentaire" : ~v =

~dℓ
dt
.

~v =
dρ

dt
. ~eρ + ρ.

dθ

dt
. ~eθ +

dz

dt
. ~ez ou ~v = ρ̇. ~eρ + ρ.θ̇. ~eθ + ż. ~ez ou ~v =




ρ̇

ρθ̇

ż


 (3.9)3.3.4 Expression du ve
teur a

élérationLe ve
teur a

élération se déduit de 
elui du ve
teur vitesse : ~a = d

dt
~v. Il vient :

~a =

[
d2ρ

dt2
. ~eρ +

dρ

dt
.
d~eρ

dt

]
+

[
dρ

dt
.
dθ

dt
. ~eθ + ρ.

d

dt

(
dθ

dt
. ~eθ

)]
+

[
d2z

dt2
. ~ez +

dz

dt
.
d~ez

dt

]

=

[
d2ρ

dt2
. ~eρ +

dρ

dt
.
d~eρ

dt

]
+

[
dρ

dt
.
dθ

dt
. ~eθ + ρ.

d2θ

dt2
. ~eθ + ρ.

dθ

dt
.
d~eθ

dt

]
+

[
d2z

dt2
. ~ez +

dz

dt
.
d~ez

dt

]

=

[
d2ρ

dt2
. ~eρ +

dρ

dt
.
dθ

dt
. ~eθ

]
+

[
dρ

dt
.
dθ

dt
. ~eθ + ρ.

d2θ

dt2
. ~eθ + ρ.

dθ

dt
.
d~eθ

dt

]
+

[
d2z

dt2
. ~ez

]En passant de la deuxième ligne à la troisième, nousavons utilisé la relation d~eρ = dθ.~eθ démontrée pré
é-demment. Il ne nous reste plus qu'à exprimer le ve
-teur d~eθ en fon
tion des ve
teurs de base ~eρ et ~eθ. Nouspro
édons de la même manière que pré
édemment, enutilisant l'expression de ~eθ dans le repère 
artésien eten e�e
tuant une di�érentiation =⇒

d~eθ = d (− sin θ. ~ex + cos θ. ~ey)

= [−d (sin θ) . ~ex − sin θ.d ~ex] + [d (cos θ) . ~ey + cos θ.d~ey]

= −d (sin θ) . ~ex + d (cos θ) . ~ey

= −dθ. cos θ. ~ex − dθ. sin θ. ~ey

= −dθ. (cos θ. ~ex + sin θ. ~ey)

= −dθ.~eρ14



En utilisant 
ette dernière identité et en regroupant les 
omposantes des ve
teurs de base, il vient :
~a =

[
d2ρ

dt2
. ~eρ +

dρ

dt
.
dθ

dt
. ~eθ

]
+

[
dρ

dt
.
dθ

dt
. ~eθ + ρ.

d2θ

dt2
. ~eθ − ρ.

(
dθ

dt

)2

. ~eρ

]
+

[
d2z

dt2
. ~ez

]

=

(
d2ρ

dt2
− ρ.

(
dθ

dt

)2
)

. ~eρ +

(
2
dρ

dt
.
dθ

dt
+ ρ.

d2θ

dt2

)
. ~eθ +

d2z

dt2
. ~ezCette dernière équation 
onstitue l'expression générale de l'a

élération dans le repère 
ylindrique. En notation simpli�ée,elle s'é
rit aussi :

~a =
(
ρ̈ − ρθ̇2

)
. ~eρ +

(
2ρ̇θ̇ + ρθ̈

)
. ~eθ + z̈. ~ez ou ~a =




ρ̈

2ρ̇θ̇ + ρθ̈ − ρθ̇2

z̈


 (3.10)

Remarque 1 : La dérivée par rapport au temps de l'angle θ se note aussi ω. Cettegrandeur représente la vitesse angulaire du point M , son unité est le rad.s−1 ([T ]−1).Par extension, on introduit aussi le "ve
teur" ~ω pour indiquer le plan dans lequels'e�e
tue la rotation, ainsi que son sens. Par dé�nition, le ve
teur ~ω est toujours per-pendi
ulaire au plan de la rotation, sa norme est proportionnelle à la vitesse angulaire,et sa dire
tion indique le sens de rotation selon la règle du bonhomme d'AmpèreRemarque 2 : Nous avons vu que la dérivée par rapport au temps des ve
teurs unitaires ~eρ et ~eθ 
onduisentaux égalités suivantes : d
dt

~eρ = ω.~eθ et d
dt

~eθ = −ω.~eρ. Il vient alors naturellement : d2

dt2
~eρ = −ω2. ~eρ. Nousremarquons aussi qu'il est possible d'exprimer très simplement la dérivée par rapport au temps des ve
teurs"tournants" ~eρ et ~eθ en utilisant le produit ve
toriel :

d

dt
~eρ = ~ω ∧ ~eρ et d

dt
~eθ = ~ω ∧ ~eθ (3.11)

Remarque 3 : Même dans le 
as où le ve
teur ~ω n'est pas perpendi
ualire auxve
teurs tournants ~eθ ou ~eρ, les relations établies 
i-dessous restent valables :en e�et, le produit ve
toriel fait intervenir le sinus de l'angle entre les ve
teurs
on
ernés ! Ainsi, on ne 
onsidère que la proje
tion du ve
teur tournant selon un axeperpendi
ulaire à ~ω, puisque uniquement 
ette 
omposante varie au 
ours du temps(et est don
 sus
eptible de donner une dérivée non-nulle).

15



3.4 Cinématique dans le repère sphérique3.4.1 Expression du ve
teur positionEn 
oordonnées sphériques, le ve
teur position s'é
rit :
~OM = r. ~er (3.12)En plus du repère sphérique, nous "atta
hons" au référentielutilisé un repère 
artésien ave
 la même origine. Il est possiblede d'exprimer (par trigonométrie élémentaire) les ve
teurs ~er,

~eθ et ~eφ en fon
tion des ve
teurs unitaires ~ex, ~ey et ~ez durepère 
artésien :
~er = sin θ cosφ. ~ex + sin θ sin φ. ~ey + cos θ. ~ez

~eθ = cos θ cosφ. ~ex + cos θ sin φ. ~ey − sin θ. ~ez

~eφ = − sinφ. ~ex + cosφ. ~ey3.4.2 Expression du ve
teur "dépla
ement élémentaire"Pour établir l'expression mathématique du ve
teur ~dℓ, nous pouvons pro
éder exa
tementde la même manière que pré
édemment, 
'est à dire en exprimant le ve
teur ~OM à l'aide deses 
oordonnées 
artésiennes et en le di�érentiant, puis en essayant de faire ressortir à nouveaudes ve
teurs unitaires du repère sphérique. Le 
al
ul ne présente au
une di�
ulté te
hnique...il est d'ailleurs e�e
tué dans le paragraphe suivant ! Cependant (et pour 
hanger), nous allonsétablir l'expression de ~dℓ à partir de 
onsidérations géométriques. Nous re
her
hons ~dℓ sous laforme ~dℓ = dA.~er + dB.~eθ + dC. ~eφ ou dA, dB et dC sont des éléments di�érentiels (s
alaires)respe
tivement égaux à dℓ lorsque...� dA = dℓ lorsque θ et φ sont �xes, seule la 
oordonnée r peut 
hanger. On a don
 : dA = dr� dB = dℓ lorsque r et φ sont �xes, seule la 
oordonnée θ peut 
hanger. On a don
 : dB = r.dθ� dC = dℓ lorsque r et θ sont �xes, seule la 
oordonnée φ peut 
hanger. On a don
 : dC = r. sin θ.dφIl vient :
~dℓ = dr.~er + r.dθ. ~eθ + r. sin θ.dφ. ~eφ (3.13)Remarque : La te
hnique utilisée i
i est aussi valable pour retrouver rapidement l'expression de ~dℓ dans lerepère 
ylindrique (ou 
artésien) ! Ainsi, il est inutile d'apprendre "par 
oeur" l'expression du ve
teur d~ℓ puisqu'ilest possible de le retrouver très fa
ilement.3.4.3 Expression du ve
teur vitesseLe ve
teur vitesse se déduit de 
elui du ve
teur "dépla
ement élémentaire" : ~v =

~dℓ
dt
.

~v =
dr

dt
. ~er + r.

dθ

dt
. ~eθ + r. sin θ.

dφ

dt
. ~eφ ou ~v = ṙ. ~er + r.θ̇. ~eθ + r. sin θ.φ̇. ~eφ ou ~v =




ṙ

rθ̇

r. sin θ.φ̇


 (3.14)3.4.4 Expression du ve
teur a

élérationLe ve
teur a

élération se déduit de 
elui du ve
teur vitesse : ~a = d

dt
~v. Il vient (en utilisant les notations simpli�ées) :

~a =
d

dt

(
ṙ. ~er + r.θ̇. ~eθ + r. sin θ.φ̇. ~eφ

)

=
d

dt
(ṙ. ~er) +

d

dt

(
r.θ̇. ~eθ

)
+

d

dt

(
r. sin θ.φ̇. ~eφ

)

=
(
r̈. ~er + ṙ. ~̇er

)
+

(
ṙ.θ̇. ~eθ + r.

d

dt

[
θ̇. ~eθ

])
+

(
d

dt
[r. sin θ] .φ̇. ~eφ + r. sin θ.

d

dt

[
φ̇. ~eφ

])

=
(
r̈. ~er + ṙ. ~̇er

)
+
(
ṙθ̇ ~eθ + r

[
θ̈ ~eθ + θ̇ ~̇eθ

])
+
([

ṙ. sin θ + r.θ̇. cos θ
]
φ̇. ~eφ + r. sin θ

[
φ̈. ~eφ + φ̇. ~̇eφ

])

=
(
r̈. ~er + ṙ. ~̇er

)
+
(
ṙ.θ̇. ~eθ + r.θ̈. ~eθ + r.θ̇. ~̇eθ

)
+
(
ṙ. sin θ.φ̇. ~eφ + r.θ̇. cos θ.φ̇ ~eφ + r. sin θ.φ̈ ~eφ + r. sin θ.φ̇. ~̇eφ

)16



Pour poursuivre le 
al
ul, nous sommes (
ette fois-
i) 
ontraints de 
al
uler expli
itement ~̇er ; ~̇eθ et ~̇eφRappel : ~er = sin θ cosφ. ~ex + sin θ sinφ. ~ey + cos θ. ~ez , ~eθ = cos θ cosφ. ~ex + cos θ sinφ. ~ey − sin θ. ~ez et ~eφ = − sinφ. ~ex + cos φ. ~eysoit...
~̇er =

d

dt
(sin θ cosφ) . ~ex +

d

dt
(sin θ sinφ) . ~ey +

d

dt
(cos θ) . ~ez

~̇er =
(
θ̇ cos θ cosφ− φ̇ sin θ sinφ

)
. ~ex +

(
θ̇ cos θ sinφ+ φ̇ sin θ cosφ

)
. ~ey − θ̇ sin θ. ~ez

= θ̇ cos θ cosφ. ~ex + θ̇ cos θ sinφ. ~ey − φ̇ sin θ sinφ. ~ex + φ̇ sin θ cosφ. ~ey − θ̇ sin θ. ~ez

= θ̇ ~eθ + φ̇ sin θ. ~eφ

~̇eθ =
d

dt
(cos θ cosφ) . ~ex +

d

dt
(cos θ sinφ) . ~ey +

d

dt
(− sin θ) . ~ez

~̇eθ =
(
−θ̇ sin θ cosφ− φ̇ cos θ sin φ

)
. ~ex +

(
−θ̇ sin θ sinφ+ φ̇ cos θ cosφ

)
. ~ey − θ̇ cos θ. ~ez

= −θ̇ sin θ cosφ. ~ex − θ̇ sin θ sinφ. ~ey − φ̇ cos θ sinφ. ~ex + φ̇ cos θ cosφ. ~ey − θ̇ cos θ. ~ez

= −θ̇ ~er + φ̇ cos θ. ~eφ

~̇eφ =
d

dt
(− sin φ) . ~ex +

d

dt
(cosφ) . ~ey

~̇eφ = −φ̇ cosφ. ~ex − φ̇ sinφ. ~ey

= −φ̇ sin θ ~er − φ̇ cos θ.~eθ (rempla
ez ~er et ~eθ par leurs expressions dans le repère 
artésien et véri�ez la validité de 
ette relation)En remplaçant les expressions de ~̇er ; ~̇eθ et ~̇eφ dans 
elle de ~a, puis en regroupant les termes et en les simpli�ant, il vient�nalement :
~a =

(
r̈. ~er + ṙ.

(
θ̇ ~eθ + φ̇ sin θ. ~eφ

))
+
(
ṙθ̇ ~eθ + rθ̈ ~eθ + rθ̇

(
−θ̇ ~er + φ̇ cos θ. ~eφ

))
+

(
ṙ. sin θ.φ̇. ~eφ + r.θ̇ cos θ.φ̇ ~eφ + r sin θ.φ̈ ~eφ + r sin θ.φ̇

(
−φ̇ sin θ ~er − φ̇ cos θ.~eθ

))

~a =
(
r̈ − rθ̇

2 − rφ̇
2 sin2

θ
)
. ~er +

(
2ṙθ̇ + rθ̈ − rφ̇

2 sin θ cos θ
)
. ~eθ +

(
2rφ̇θ̇ cos θ + 2ṙφ̇ sin θ + rφ̈ sin θ

)
. ~eφ (3.15)

Méthode : Par 
onstru
tion, les expressions des ve
teurs ~er, ~eθ et ~eφ dans la base { ~ex, ~ey , ~ez} s'expriment à l'aide du 
osinuset du sinus des angles θ et φ. Il ne sert à rien d'apprendre 
es expressions "par 
oeur" puisque, une fois que l'on a 
ompris
omment elles sont 
onstruites, on peut toujours les redémontrer. Toutefois une erreur est si vite arrivée... Vous pouvez (devez)tester vos proje
tions ve
torielles dans des 
as simples. Par exemple, un étudiant a trouvé les expressions suivantes :
~er = sin θ cosφ. ~ex + sin θ sinφ. ~ey + cos θ. ~ez

~eθ = cos θ cosφ. ~ex + cos θ sinφ. ~ey − sin θ. ~ez

~eφ = − sinφ. ~ex + cos φ. ~eyOn sait que si θ = 0 et φ = 0, alors ~er = ~ez , ~eθ = ~ex et ~eφ = ~eyIl ne reste plus qu'à tester les expressions trouvées :
~er = sin 0 cos 0. ~ex + sin 0 sin 0. ~ey + cos 0. ~ez

?
= ~ez

~eθ = cos 0 cos 0. ~ex + cos 0 sin 0. ~ey − sin 0. ~ez
?
= ~ex

~eφ = − sin 0. ~ex + cos 0. ~ey
?
= ~eyOn sait que si θ =

π
2

et φ =
π
2
, alors ~er = ~ey, ~eθ = − ~ezet ~eφ = − ~exOn véri�e :

~er = sin
(
π
2

)
cos

(
π
2

)
. ~ex + sin

(
π
2

)
sin
(
π
2

)
. ~ey + cos

(
π
2

)
. ~ez

?
= ~ey

~eθ = cos
(
π
2

)
cos

(
π
2

)
. ~ex + cos

(
π
2

)
sin
(
π
2

)
. ~ey − sin

(
π
2

)
. ~ez

?
= − ~ez

~eφ = − sin
(
π
2

)
. ~ex + cos

(
π
2

)
. ~ey

?
= − ~ex

On sait que si θ =
π
2

et φ = 0, alors ~er = ~ex, ~eθ = − ~ez et ~eφ = ~eyOn véri�e :
~er = sin

(
π
2

)
cos 0. ~ex + sin

(
π
2

)
sin 0. ~ey + cos

(
π
2

)
. ~ez

?
= ~ex

~eθ = cos
(
π
2

)
cos 0. ~ex + cos

(
π
2

)
sin 0. ~ey − sin

(
π
2

)
. ~ez

?
= − ~ez

~eφ = − sin 0. ~ex + cos 0. ~ey
?
= ~eyOn sait que si θ = π et φ = π, alors ~er = − ~ez , ~eθ = ~ex et

~eφ = − ~eyOn véri�e :
~er = sin π cos π. ~ex + sinπ sinπ. ~ey + cos π. ~ez

?
= − ~ez

~eθ = cos π cos π. ~ex + cos π sin π. ~ey − sin π. ~ez
?
= ~ex

~eφ = − sin π. ~ex + cos π. ~ey
?
= − ~eyEt
... Toutes les expressions sont 
orre
tes, les équations semblent a priori bien être les bonnes !
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3.5 Repère de Frenet On désigne par x(t), y(t) et z(t) les 
oordonnées 
artésiennes d'un point M . Sa traje
toiredé�nie une 
ourbe qui est orientée dans le sens du mouvement (suivant les valeurs 
roissantesdu temps). La dire
tion de la tangente à une 
ourbe en un point M est la dire
tion d'une
ordeMM ′ lorsqueM tend versM ′. On dé�nit le ve
teur unitaire ~eT 
omme étant le ve
teurunitaire tangent à la 
ourbe et orienté dans le sens du mouvement. On introduit le ve
teur
~eN , orthogonal à ~eT et dirigé selon la 
on
avité de la traje
toire. Le plan formé par lesve
teurs ~eT et ~eN est aussi appelé le plan "os
ulateur" au point M 
onsidéré. On 
omplète
es deux ve
teurs unitaires par le ve
teur ~eB = ~eT ∧ ~eN . Le ve
teur ainsi dé�nit porte le nomde binormale. La base ( ~eT , ~eN , ~eB) 
onstitue le trièdre de Frenet.3.5.1 Expression du ve
teur positionDans le repère de Frenet, il est impossible d'é
rire de manière expli
ite le ve
teur position ~OM . Nous dé�nissons 
ependant uneabs
isse 
urviligne s (un s
alaire) de M de long de la traje
toire 
omme étant égal à la longueur de l'ar
 ÔM .3.5.2 Expression du ve
teur "dépla
ement élémentaire"Le ve
teur "dépla
ement élémentaire" s'é
rit simplement :

d ~OM = ~dℓ = ds. ~eT (3.16)Remarque 1 : ~dℓ =
√
dx2 + dy2 + dz2. ~eT en exprimant ds à l'aide des 
oordonnées 
artésiennes, ~dℓ =√

dr2 + (r.dθ)2 + dz2. ~eT en exprimant ds à l'aide des 
oordonnées 
ylindriques et ~dℓ =
√
dr2 + (r.dθ)2 + (r sin θ.dφ)2. ~eTen exprimant ds selon les 
oordonnées sphériquesRemarque 2 : Cette équation permet aussi de donner une nouvelle dé�nition du ve
teur ~eT : ~eT = d( ~OM)

ds3.5.3 Expression du ve
teur vitesseLe ve
teur vitesse se déduit du ve
teur "dépla
ement élémentaire" :
~v =

ds

dt
. ~eT (3.17)Le ve
teur vitesse est toujours dirigé selon le ve
teur ~eT , Naturellement, il vient : ~v = ‖~v‖. ~eT3.5.4 Expression du rayon de 
ourbureLa 
ourbure d'une 
ourbe C (s
alaire) au point M est dé�nie de la manière suivante :

C = lim
M′

→M

ψ

MM′
= dψ

dsLe rayon de 
ourbure est dé�ni 
omme l'inverse de la 
ourbure : R = 1
C

= ds
dψ

. Dans lerepère de Frenet, il vient :
d ( ~eT ) = lim

M′
→M

(
~eT (M′) − ~eT (M)

)
= dψ. ~eN = ds

R
~eN soit d ~eT

ds
= ~eN

R3.5.5 Expression du ve
teur a

élération Le ve
teur a

élération se déduit du ve
teur vitesse : ~a = d
dt
~v = d2s

dt2
. ~eT +

ds
dt
. d
dt

( ~eT ). Or nous avons vu pré
édemment que d ( ~eT ) = ds
R
~eN , soit

d
dt

( ~eT ) = 1
R
ds
dt
~eN . Il vient naturellement :

~a =
d2s

dt2
. ~eT +

1

R

(
ds

dt

)2

. ~eN =
d‖~v‖

dt
. ~eT +

‖~v‖2

R
. ~eN

~a =
d‖~v‖

dt
. ~eT +

‖~v‖2

R
. ~eN (3.18)
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3.6 Pourquoi avons-nous besoin de 
es repères ?A l'éviden
e, le repère 
artésien est 
ertainement le plus intuitif d'entre tous. C'est peut-être aussi le plus "fa
ile" à utiliserpuisque ses ve
teurs de base sont "�xes" dans le référentiel 
hoisi.. ? Cette dernière a�rmation n'est peut-être pas tout à fait 
or-re
te : Pour s'en 
onvain
re, reprenons le prin
ipe de Curie :� Lorsque 
ertaines 
auses produisent 
ertains e�ets, les éléments de symétrie des 
auses doivent se retrouver dans les élémentsde symétrie des e�ets produits� Lorsque 
ertains e�ets révèlent une 
ertaine dissymétrie, 
ette dissymétrie doit se retrouver dans les 
auses qui lui ont donnénaissan
e.Les éléments de symétrie d'un objet physique sont les transformations géométriques qui laissent 
et objet invariant, 
'est à direqui peuvent l'amener en 
oïn
iden
e ave
 lui-même. Nous verrons, au 
ours des pro
hains 
hapitres, que l'appli
ation de for
espré
ède le mouvement. Les for
es peuvent don
 être 
onsidérées 
omme des "
auses" et le mouvement d'un 
orps 
omme un "e�et".Si les for
es possèdent des éléments de symétrie 
ylindrique (par exemple), alors le mouvement du 
orps sur lequel s'appliquent 
esfor
es possèdera aussi des éléments de symétrie 
ylindrique... et nous avons tout intérêt à utiliser le repère 
ylindrique ! Choisir unautre repère (
artésien, sphérique...) est possible, mais dans 
e dernier les éléments de symétrie du mouvement seront très di�
ilesà intuiter, et les équation de la traje
toire deviendront très vite intraitables (bien que toujours justes !).Les formules établies de la position, de la vitesse et de l'a

élération d'un point matériel dans les repères 
artésiens, 
ylindriques,sphériques et de Frenet sont générales : 
'est à dire qu'elles sont sus
eptibles de dé
rire parfaitement toutes les traje
toires possibles,vitesses ou a

élérations. Dans la pratique, de nombreux termes disparaissent naturellement en étudiant (entre autre) les symétriesdes 
auses du mouvement (les for
es). En outre, l'étude de la dimension du mouvement peut aussi simpli�er 
onsidérablement les
al
uls... par exemple, si le mouvement d'un 
orps a lieu dans un plan horizontal { ~ex, ~ey} il est possible de supprimer les 
omposantesselon ~ez dans le repère 
artésien et/ou 
ylindrique...ATTENTION : Si vous êtes sus
eptibles d'utiliser un repère autre que 
eux énon
és dans 
e 
hapitre, assurez-vousqu'il reste toutefois orthonormé !3.7 Exemples de mouvements simples3.7.1 Le mouvement re
tiligneIl s'agit 
ertainement du mouvement le plus simple d'entre tous. Pour traiter 
e type de mouvement, nous 
hoisissons le repère
artésien (en ne s'intéressant qu'à la 
omposante selon ~ex). Nous aurions aussi pu 
hoisir le repère 
ylindrique (
omposante selon
~eρ uniquement) ou le repère sphérique (
omposante selon ~er uniquement).� Si le mouvement est re
tiligne uniforme : ~a = ~0, ~v = ~Cte = v0. ~ex et R = ∞ (rayon de 
ourbure). Notons que v = 0 = Cte estun 
as parti
ulier de mouvement re
tiligne uniforme : l'objet est immobile.� Si le mouvement est re
tiligne uniformément a

éléré (retardé) : ~a = ~Cte = a0. ~ex, ~v = v(t). ~ex et R = ∞les ve
teurs vitesse et a

élération sont dans le même sens (~a.~v > 0) dans le 
as a

éléré, tandis qu'ils sont en sens opposé(~a.~v < 0) dans le 
as retardé.� Si le mouvement est re
tiligne non-uniformément a

éléré : ~a = a(t). ~ex, ~v = v(t). ~ex et R = ∞3.7.2 Le mouvement 
ir
ulaireLe mouvement "
ir
ulaire" signi�e mathématiquement R = Cte. Il s'agit d'un mouvement plan. Nous 
hoisissons de l'étudierdans le repère 
ylindrique dépourvu de la 
omposante selon ~ez - il s'agit du repère polaire (~eρ, ~eθ). Nous aurions aussi pu étudier lemouvement 
ir
ulaire dans le repère sphérique en supprimant la 
omposante selon ~eθ et en posant θ = Cte 6= 0.� Si le mouvement est 
ir
ulaire uniforme, alors ρ = Cte = ρ0 et dθ

dt
= Cte = ω. De 
e fait, dρ

dt
= 0 et d2θ

dt2
= 0, l'expressionde l'a

élération devient : ~a = −ρ0ω

2. ~eρ et l'expression de la vitesse devient : ~v = ρ0ω.~eθ. Dans 
e 
as uniquement, le repère
ylindrique et le repère de Frenet 
orrespondent (presque !) : ~eρ = − ~eN et ~eθ = ~eT� Si le mouvement est 
ir
ulaire uniformément a

éléré (ρ = Cte = ρ0 et d2θ
dt2

= Cte = ω̇), il vient ~a = −ρ0ω
2
(t). ~eρ + ρ0ω̇. ~eθ et

~v = ρ0.ω(t). ~eθ� Si le mouvement est non-uniformément a

éléré, nous avons uniquement ρ = Cte = ρ0 soit ρ̇ = 0. Il vient : ~a = −ρ0θ̇
2. ~eρ+ρ0θ̈. ~eθet ~v = ρ0.ω(t). ~eθ3.7.3 Autres types de mouvement...� Le mouvement héli
oïdal, à étudier de préféren
e dans le repère 
ylindrique, ou ρ = Cte mais z = z(t)� Le mouvement de spirale, à étudier de préféren
e dans le repère 
ylindrique, ou z = 0 et ρ = ρ(t)� Le mouvement 
y
loïdal, à étudier de préféren
e dans le repère 
artésien (ex : la traje
toire de la valve d'une roue de vélo en
ir
ulation)� Les mouvements vibratoires, à étudier dans l'un ou l'autre des repères selon les symétries de la vibration� Le mouvement elliptique, le mouvement hyperbolique, le mouvement parabolique et
...19


