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Jeux sous forme normale en stratégies pures

EXERCICE 1. — Equilibres de Nash et dominance dans les jeux 2 x 3.
— En utilisant les définitions du cours, on obtient :

1) f}b;fzd;ezk.
2) a>gc>iete> k.
3)dzbj>hd> fetj> 1l

EXERCICE 2. — Compétition 4 la Bertrand. — Les ensembles de $tra-
tégiessont S; = S, = R, . La fon&ion de paiement pour l'entreprise i
est:

s; sios; <s,
gi(sins;) =10 sios; >,
5i/2 sios;=s;.

(0, 0) et le seul équilibre de Nash. En effet,

BRi(Sj) = {R+

] sisj > 0.

sxsj=0

EXERCICE 3. — Passager clandestin. —

2) Lejeu est donné par la matrice suivante.

0 50
0] 6565 | —115,50
50 | 50,115 | 100,100

Il s’agit d’'un dilemne du prisonnier.

3) Pourtouts; > 0,ona g;(0,s_;) > g;(s;,5_;). 0 est une stratégic
§tritement dominante pour le joueur i. Et ce, pour tout joueur
i. Donc le profil (0, ..., 0) est composé de stratégies striGtement
dominantes. C'est donc l'unique équilibre de Nash. Le paiement
est alors de 65 pour chaque joueur. Or, loptimum social est atteint
par le profil (50, ..., 50) qui correspond & un paiement égal 4 50n
pour chaque joueur.

EXERCICE 4. — Jugement majoritaire. —

1) Pour N =2,4 =5eta, =5,0naBR,(10) = {0} et BR,(0) =
{10}. Donc le joueur 1 n’a pas de stratégic dominante. De méme
pour le joueur 2.

2) Montrons que le profil (s;,...,sy) olts; = a; pour tout i et
un ¢équilibre de Nash en stratégies dominantes. Soit i un juge,
(51, ... » syy) un profil de &tratégies, et supposons dans un premier
temps que a; > x(5;, ..., 4;, ..., Sy ). Montrons que

X(Sgy cees Ay ey S7q) 2 X(S15 ey Sp ey SN) -

Sis; < a;, Cest vrai par monotonie de la médiane. Sis; > 4;, on
a méme égalité dans la relation ci-dessus par propriété de la mé-
diane. On a donc

gilays_;) = —la; — x(sp5 o5 a4 -5 51
= —a; + X(S, e s Ay oon s Sy)
> —a; + x(51, o5 S5 e SN)
= —a; — x(sp5 ey S5 eees S|
= gilsis4)-

On raisonne de fagon similaire lorsque s; > 4;. On a donc mon-
tré que s; = a; est une $tratégie dominante pour le joueur i. Le
profil (ay, ..., ay) est donc un équilibre de Nash en &tratégies do-
minantes.

EXERCICE 5. — Enchéres au second prix.

1) Les joueurs sont les agents i € {1, ..., N}. Les ensembles de $tra-
tégies sont S; = - = Sy = R,, qui correspondent 4 I'ensemble
des prix que les jouers peuvent proposer. Soit i € {1, ..., N}.
Pours_; € S_;, on note M;(s_;) := max;;s;. Le paiement du
joueur i sécrit

sis; < M;(s_;)

sis; > M;(s_;).

0
gilsinsy) = vi—M;(s_;)
Cat'd{jE{l,...,N}, sj:s,-}

Lorsqu’il y a plusieurs meilleures offres, I'issue du jeu est aléatoire.
On prend alors comme paiement espérance du paiement réalisé.
Le terme 1/m dans le paiement correspond 2 la probabilité que le
joueur i obtienne l'objet, s’il a fait la meilleure offre et sim—1autres
agents ont fait la méme offre que lui.

2) 1 suffit de montrer que v; est une stratégie dominante pour le
joueur i. Soit s = (s, ..., sy) un profil de tratégies. Montrons
que g;(v;,5_;) = g;(s;52;)-

— Sis; < M;(s_;),onag;(s;,s_;) = 0 et on peut voir facilement
quonatoujours g;(v;, s_;) > 0.Donc g;(v;,s_;) > g,(s;,5_;).

— Sis; > M(s_;) etv; < M;(s;),onag;(v;,s;) >0 >
Zi(si52)-

— Sis; = M;(s;) etv; > M;(s_;), ona g;(s;,s_;) = v; —
M;(s_;) > gilsins_i)-

3) Ce mécanisme d’encheres incite les joueurs 3 annoncer leur vraie
estimateur de lobjet. Ce ne serait pas le cas d'une enchere au pre-
mier prix.

Jeux sous forme normale en stratégies mixtes

EXERCICE 6. — Le premier jeu comporte un profil de stratégies stric-
tement dominantes. C'est donc l'unique équilibre de Nash.



Le deuxieme jeu a deux équilibres de Nash en stratégies pures :
(E,E) et (C, C). Déterminons les équilibres de Nash en stratégies
mixtes. Soit (x, y) un équilibre de Nash en tratégies mixtes (ot on
identifie x 4 la stratégie mixte xE + (1 — x)C du joueur 1, et de méme
pour y et le joueur 2). On a x ou y qui appartient 4]0, 1{. Supposons
que cest x. Alors, le joueur 1 est indifférent entre les a&ions sur les-
quelles il assigne une probabilité &rictement positive (cest-a-dire E
et C); cela sécrit g;(1, y) = g1(0,y), ouencore y = 1 — y, dour
y = 1/2. Puisque y €]0, 1], par symmétrie, le méme raisonnement
donne x = 1/2. Réciproquement, on vérifie que (1/2,1/2) est bien un
¢quilibre de Nash.

Le troisieme admet deux équilibres de Nash en stratégies pures :
(F,F) et (O, O). Soit (x, y) un équilibre de Nash en stratégies mixtes.
Supposons par exemple que x €]0, 1[. Le joueur 1 est indifférent entre
les stratégies pures appartenant au support de x : g,(1, y) = g,(0, y),
cest-a-dire 2y = 1 — y, ou encore y = 1/3. Puisque y €]0,1[, un
raisonnement similaire donne x = 1/3. Réciproquement, (1/3,1/3)
est bien un équilibre de Nash.

Le quatriéme jeu d’admet pas d’équilibre de Nash en stratégies
pures. Soit (x, y) un équilibre de Nash en $tratégies mixtes. Si on
suppose x €]0, 1], le principe d’indifférence pour le joueur 1 donne
y = 3/4. De méme, on obtient x = 3/4. Réciproquement, on vérifie

que (3/4,3/4) est bien un équilibre de Nash.

EXERCICE 7. — Jen dinspection. —
1 L
T| —g+w —bh+v—w —g+tw, v—w
D p 0, —h w, —w

2) En procédant comme dans lexercice précédent, on obtient que
lunique équilibre de Nash est (1—-h/w, g/w).1ldonnela fréquence
optimale 2 laquelle l'emplyeur doit inspecer son employé et celle
3 laquelle l'employé doit travailler.

EXERCICE 8. — Le bon Samaritain. — Les joueurs {1, ..., N} sont
les N témoins. Chaque joueur i a pour ensemble de stratégies pures
S, = {R, I} (répondre, ignorer), ct sa fon&ion de paiement sécrit
gi(R,s;))=1—cet

gi(Ls;) = {1)

Déterminons les équilibres de Nash en stratégies pures. Si tous les
joueurs jouent I, chaque joueur obtient 0 et aurait alors §triGtement
intérét & dévier car il obtiendrait1—¢ > 0 en jouant R ; ce n'est pas un
équilibre. Si plus d’un joueur joue R, chacun de ceux-1a aurait stricte-
ment intérét  dévier caril obtiendrait 1 en jouant I (aulieude1—c) ; ce
n'est pas un équilibre. Si un seul joueur joue R, on peut vérifier quau-
cun joueur n'a stritement intérét a dévier. Les équilibres de Nash en
stratégies pures sont les profils ot un unique joueur joue R.

Déterminons les équilibres de Nash en stratégies mixtes. Soit
(%1, ..., xy) un équilibre de Nash (ot x; est la probabilité que met le
joueur i sur la §tratégie pure R). Notons 7 > 1le nombre de joueurs
jouant une tratégic stri¢tement mixte (i.c. non pure). Par symmétrie,
on peut supposer qu’il sagit des 7 premiers. On adonc x; €]0, 1] pour
i < m.Pouri>m,onax; € {0,1} eten fait x; = 0 car si le joueur i
jouait R, le joueur1aurait strictement intérét a dévier en jouant la stra-
tégie pure I et le profil ne congtituerait pas un équilibre de Nash. Le
cas m = 1 est & exclure car la meilleure réponse pour le joueur I serait
alors {R} : ce dernier aurait stritement intérét a dévier de x; €]0, 1] et

silexiste j # itelques; =R

sinon.

le profil ne serait pas un équilibre de Nash. Supposons dorénavant que
m > 2. Soiti < m et déterminons la valeur de x;. Puisque x; €]0, 1],
le joueur i est indifférent entre R et I :

giRox ;) =1—c=1- H(l _xj) =gi(Lx_),

i#i
etdonc
e=II0-x)=II0-x).
j#i jsm
j#i

En prenant le produit de cette relation pour i’ < m,ona:

= H H(lij) = I_I(lfxi’)mf1

i'<m j#i’ i'<m

ou encore

/D = TT(1 = x,).
i<m
En divisant cette relation par la seconde, on obtient
M) =1 -y,
dou x; = 1 — /"=, Réciproquement, montrons que les profils de
stratégies ayant m (2 < m < N) composantes égales a1 — /("1 et
N — m composantes nulles sont des équilibres de Nash. Les relations
ci-dessus montrent qu'un joueur i, pour i < 7, jouant une stratégic
non pure est indifférent entre R et I, et donc entre toutes ses stratégies
mixtes : il n’a aucun intérét stri¢t & dévier. Un joueur i jouant x; = 0
(ie. la $tratégie pure I) obtient un paiement égal 31 — ¢*/1=)_ §’il
déviait pour son autre §tratégie pure R, il obtiendrait1—c; or on peut
voir que

m

1—?/=m) > 1 = — >1.
m—1

Il n’a donc aucun intérét stri&k & dévier pour R, ni donc pour aucune
$tratégie mixant R et L. Il Sagit bien d’un équilibre de Nash.
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